UNIVERSIDAD NACIONAL DE SAN JUAN

1¢ FACULTAD DE
@1 INGENIERIA

Departamento de Matematica

ANALISIS MATEMATICO II - CALCULO II

Ing. en Agrimensura - Ing. Civil - Ing. de Minas -
Ing. en Metalurgia Extractiva

INTEGRALES MULTIPLES

Equipo de catedra

Mg. Ing. Pablo G. Marcuzzi Naveda  Dra. Ing. Cecilia Fernandez
Ing. Leandro Di Carlo Dra. Ing. Celia Roman

Ano 2024



Indice

1 Introduccion
2 Integrales dobles

2.1 Integrales iteradas. . . . . . .. .. ..

2.2 Integrales sobre dominios no rectangulares . . . . . . ... ... ... ...

2.3 Cdlculo de areas planas con integrales dobles . . . . . . .. .. ... .. ..

2.4 Cambio de variables en el dominio de integraciéon . . . . . . . . .. .. ..

2.4.1 Coordenadas polares . . . . ..

2.4.2 Coordenadas polares generalizadas . . . . . ... ... ... ....

2.5 Aplicaciones . . . . .. ... ... ...

2.5.1 Masa de una lamina . . . . . .

2.5.2  Centro de gravedad de una ldmina . . . . . .. ... ... ... ..

2.5.3 Momento de inercia de una lamina . . . . . . . . .. .. ... ...

3 Integrales triples

3.1 Cambio de coordenadas en integrales triples . . . . . . ... .. ... ...

3.1.1 Coordenadas cilindricas . . . .
3.1.2 Coordenadas esféricas . . . . .
3.2 Aplicaciones . . . . . .. ... ...
3.2.1 Masadeunsdlido. . .. .. ..
3.2.2  Centro de gravedad de un sélido
3.2.3 Momento de inercia de un solido

4 Bibliografia

11
13
14
18
21
23
23
25
26
27
31
32
35
38
38
39
39
39



Integrales Multiples - 2024

1. Introduccion

Existen muchos conceptos fisicos tales como masa, volumen, centro de gravedad y
momentos de inercia, entre otros. Estas cantidades son determinadas mediante integracion
de campos escalares, generalmente de méas de una variable. Por esta razén al tipo de
integrales que se vera en esta parte de la materia se las conoce como integrales miltiples.
Mas adelante, en el curso, se analizara la integracién sobre campos vectoriales, los cuales
aportaran otro grupo de magnitudes fisicas de interés.

Para definir las integrales multiples, es conveniente trazar un paralelismo con lo visto
en Calculo I. Para ello se hara una breve resena de lo estudiado.

Una integral definida del tipo
b
| f@) da.

podia interpretarse como el area comprendida entre el intervalo [a, b], el eje x y la parte

por debajo la curva y = f(x), tal como se muestra en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Integral de una variable

Existe méas de un camino para llegar a la expresion de la integral. El que se mostrara
aqui es el de las sumas de Riemann. En la Figura 1.2, el intervalo [a, b] se ha dividido en
N subintervalos (con N + 1 puntos) iguales Ax = [x;_1, x;]. La longitud de cada particion

es Az = (b—a)/N. La suma de Riemann se calcula como:

Dependiendo del punto dentro del subintervalo (o particién) en el que se evaltie a

la funcion, existiran distintos tipos de sumas de Riemann. De esta manera, si la funcion
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se evalia en el extremo izquierdo del subintervalo, se obtendra la suma de Riemann por
izquierda. Analogamente, se evaliia la funcién en el extremo derecho del subintervalo,
dando lugar a la suma de Riemann por derecha.

Existen ademas, sumas de Riemann en el punto medio o la suma trapezoidal, en la

que los rectangulos se reemplazan por trapecios.

Ax = Ti— Ti—1 Ar = Ti— Tio1

f(xi) f(xi)

sibn Z

a r1 Ty - Ti Ti+1 - TN-1} a 1 T2 o Ti—1 Ly - IN-1 p

Figura 1.2: a) Suma de Riemann por izquierda; b) Suma de Riemann por derecha

Para encontrar de manera exacta el area bajo la curva, el niimero de subintervalos
N debe tender a infinito, o lo que es igual, que la norma de la particién tienda a cero (ya

que la expresion de Az es (b —a)/N). De esta forma, la integral definida resulta:

/abf(x) de = lim Y f(z;)Az

N—oo i1

En la Figura 1.3 se muestran las sumas por izquierda (exceso) y derecha (defecto) de este
ejemplo. Puede notarse que a medida que aumenta el nimero de subintervalos (N — o)
ambas sumas convergen al mismo valor, que es el drea bajo la curva y = f(x) en el

intervalo [a, b].
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Y

Y= f(T) Suma por izquierda (azul)

Suma por derecha (rojo)

cantidad de particiones
n=1

(=)

Figura 1.3: Sumas de Riemann por izquierda y derecha

Ahora se vera que ocurre con un dominio bidimensional.
2. Integrales dobles

Sea z = f(z,y) una funcién definida y acotada en el rectdangulo [a,b] x [c,d] (Figu-

ra 2.1). Dicho rectangulo se denomina dominio de integracién.

Definicién 2.1

Se denomina dominio de integracion al rectangulo R definido como:

R=la,b] x [e,d] = {(v,y) ER*|la <z < be <y <d}

Como se procedié para funciones de una variable, este dominio de integracion se subdivi-
dird en M x N subrectangulos (con M + 1 x N +1 puntos), de area R;;. Las dimensiones
de los rectangulos seran Az = (b—a)/M y Ay = (d —¢)/N.

Si la funcién z = f(x,y) se evalia en un punto arbitrario (zj;,¥;;) de cada su-

brectangulo y se multiplica por su area AA = AxAy, la suma de las M x N particiones,

Ot



Integrales Multiples - 202

se conoce como suma de Riemann, que es un valor aproximado al volumen limitado por

la curva z = f(x,y) y el dominio de integracién [a, b] X [c, d]:

M N
Via ) D fah,u)AA

i=1j=1
YN = de----- /
Y Pepp——— l
Ay I y] Q- —-—-- '.‘—/// (x;kj’ y;})
Yji-1 - ----
L Q0—-— — — —
Y9e----- //'°
]
C=1Yy) - - - —
/l ' I I I I I I
I ! [ [ [ [ [ I T
// o—6—6—060—06—0b6—06—0
(39, Y30) a=x0 x; To - Tiol x; v TM=Db
+—t
Az

Figura 2.1: Subdivision de rectangulos en el dominio de integracién

Si el ntimero de subdivisiones tiende a infinito, el resultado de la integral sera igual

al volumen mencionado anteriormente. De aqui surge una nueva definicion:

Definicién 2.2

La integral doble de la funciéon z = f(x,y), definida y acotada en un dominio de

integracién R, resulta:

M N
/ Sy = Mm 505 (e i)
R

Si este limite existe.

En la Figura 2.2 se muestra como el volumen exacto bajo la funcién z = f(z,y) es aproxi-

mado a través de los prismas generados por la particion f (ac;-kj, yg‘j)AA. Esta aproximacion

6
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se vuelve cada vez mejor a medida que el nimero de subrectangulos aumenta. Otra ma-
nera de ver esto es que la norma de la particion de cada subrectdngulo (en este caso, es

la diagonal cuya expresién es | P|| = \/Az? + Ay? ) tiende a cero, como se muestra en la
Figura 2.3.

m=n=1

\

(=Jbel(+]

Figura 2.2: Aumento de la cantidad de sub-intervalos
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(=)o)

Figura 2.3: Limite de la particién (diagonal) cuando tiende a cero

Tomar el limite cuando la norma de la particién tienda a cero o cuando la cantidad de par-
ticiones tienden a infinito son situaciones equivalentes. A esta idea se llega inspeccionando
las expresiones de Az y Ay: sean a y b los extremos inferior y superior respectivamente
del intervalo de integracion en la direccion x; ¢ y d los extremos del intervalo en direccion
y. Sean M y N la cantidad de subintervalos en las direcciones x y y respectivamente. Los

incrementos de las variables se calculan como:

b—a d—c
Ax = i y Ay = N

La expresiéon de la norma 2 de la particion es:

1Pl =/ Az? + Ay?

Si se reemplaza la expresion de los incrementos:

{6

Analizando la expresién anterior, la tnica posibilidad para que la norma de la parti-

cién tienda a cero, es que tanto M como N (cantidad de subintervalos en los que se ha

8
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subdividido la regién de integracién) tiendan a infinito (ya que a, b, ¢ y d son valores

constantes).

2.1. Integrales iteradas

En esta seccién se vera la forma de célculo de una integral doble cuyo dominio es
rectangular (como el mostrado en la Figura 2.1). El proceso consiste en considerar una
variable constante mientras se integra la otra. El resultado de esta primera integral sera
una funcién de la variable que se mantuvo constante (o en su defecto un nimero), el cual
serd el integrando de la segunda integral. El proceso se completa cuando se resuelve la
segunda integral. Esto puede generalizarse a n variables independientes.

Si se considera un dominio de integracion rectangular R como el de la Figura 2.1
y una funcién de dos variables z = f(x,y), integrable en R, primero se integrard con
respecto a la variable y, manteniendo x constante. El resultado de esta primera integral

serd una funcién de x (ver la Figura 2.4):

Aw) = [ 1 y)dy

Figura 2.4: Integracién iterada con z = cte

Esta funcion A(x) serd el integrando de la segunda integral, ahora con respecto a x:

/abA(‘%)dm = /ab [/Cdf(-%‘,y)dy] dx

La integral del lado derecho se denomina integral iterada y se resuelve de “adentro” hacia

9
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“afuera”, en este caso, primero se integra con respecto a y y el resultado obtenido se

integra con respecto a x.
El teorema de Fubini demuestra que si la funcién f(x,y) es continua en el dominio

de integracion R, con R = {(x,y)la <z < b,c <y < d}, entonces el orden en el que se

integre es indistinto. Esto es:

J[ s aa= [ [ sty ayar= [" [ fe.y) axay

Ejemplo 2.1

Calcule el volumen bajo la funcién z = 1—0.22% +0.4y2, cuyo dominio de integracién

estd dado por R = {(z,y)| —3 <z < 3,-2 <y < —0.5}. Compruebe la igualdad:

[ [ sy dy iz = [ [ ra) e ay

Como primer camino, se tomard a y como constante. La integral a resolver es:

—0.5 p3
V= / / (1—0.22 + 0.49%) dz dy
2 J-3

Recordando que debe resolverse desde adentro hacia afuera, la primer integral es con

—0.5 9
V= / (:z: - 03:153 + 0.4@/2:1:)
-2

Reemplazando por los limites de integracion:

respecto a x:
3
dy

-3

V= /__20'5 {(3 - 0;33 + 0.4y 3) - {—3 - O;(—3)3 0497 (—3)] } dy

Operando:

—0.5 —0.5
vz/ 12+ 1.29%) — (1.2 - 1.22)] d :/ 2.4+ 2.442) d
[, G2+ —( v)dy= [, (24+24%)dy
Se observa que el integrando es una funcién de y, que fue la variable que se dejé como
constante. La integral respecto a y resulta:

y3
V= <2.4y + 2.43)

-0 (—0.5)°

3

= [2.4(—0.5) +24 ] - [2.4(—2) + 2.4(_2)3] =99

-2
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El volumen resulta 9.9 unidades de volumen (ya que no se especificaron unidades
de medida). A continuacién se comprobara el resultado analizando el dominio con x

constante (Ver Figura 2.4). La integral a resolver es:
3 —05
V= / / (1—0.2¢2 + 0.4%) dy dx
-3J-2

Resolviendo desde adentro hacia afuera:

3 y3 —0.5
V= / (y —0.20%y + 0.4—) da
-3 3/,
Reemplazando por los limites de integracion:
3 —0.5)3 —2)3
V= / { [—0.5 —0.22%(—0.5) + 0.4%] - [—2 —0.22%(=2) + 0‘4%1 } dx
-3

Operando:

3 31 46 3 751
V = - 1 2) — <—— A4 2) ——/ <— - 0. 2)
/_3( 60+O x 15—I—O x” ) dx 20 0.3z° ) dx

Integrando esta tltima ecuacién:

51 23\ | 51 33 51 (—3)3
V= (Z2-032 )] =(Z3-032)—|2(=3)— 032 | =99
(2090 3 ) » (20 3 ) lzo( ) 3

Se observa que el resultado es el mismo que se obtuvo considerando y constante. Con

esto se verifica el Teorema de Fubini.

2.2. Integrales sobre dominios no rectangulares

Figura 2.5: Integracién iterada con dominio arbitrario

11
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La resolucion de integrales dobles vista en la Seccién anterior consideraba un dominio
de integracién rectangular, lo que implicaba limites constantes (Vea el Ejemplo 2.1). Ahora,
se vera como proceder cuando el dominio de integracion deja de ser un rectangulo y pasa
a tener una forma arbitraria.

Para poder llevar a cabo la integracion de una funcién z = f(x,y) sobre un dominio

arbitrario (Figura 2.5), es necesario forzar la condicion:
f(x,y) st (x,y) € D
F(z,y) = _
0si(x,y) € RND
La razon de anular la funcion fuera del dominio D se debe a que en la Seccién 2 se definio
la integral doble sobre un dominio rectangular R, (ver la Definicién 2.1). Sin embargo,

como los puntos de interés pertenecen a D, los que se encuentra fuera de D y dentro de

R no deben contribuir al resultado de la integral. Por lo tanto, se puede escribir:

//f(a:,y)dA://F(m,y)dA

La integracion se realiza de acuerdo a lo visto en la seccién 2.1. Se vera primero con

x constante.

92()

i g1(z)

_aau

b

I
|
1
1 1
| 1
| |

T
| |
| |
| |
| 1

A A

a

ha(y)

(a) Dominio arbitrario con z constante (b) Dominio arbitrario con y constante

Figura 2.6: Dominio arbitrario

De acuerdo a la Figura 2.6a, la region de integracion puede escribirse como R =

{(z,y)|la <z <b,g1(x) <y < go(x)}. Teniendo en cuenta esto, la integral a calcular es:

//f:cydA //g f(z,y) dy dx

Andlogamente, segin la Figura 2.6b, la regién de integracion es R = {(z,y)|lc < y <

d, hi(y) <z < he(y)}, por lo que la integral resulta:

//fxydA // f(z,y) dz dy
ha(y)

12
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Debe notarse que para establecer el orden de los limites superior e inferior, debe recorrerse
a la regién en el sentido que indican las flechas de color cian. Para poder aplicar este
procedimiento, la region R debe ser cerrada y acotada. Es claro que si la funcién z =

f(x,y) cumple con las condiciones del teorema de Fubini se verifica:

b rga2(x) d rha(y)
/ / f(z,y) dy dx = / / f(z,y) dv dy
a Jgi(z) c Jhi(y)

2.3. Calculo de areas planas con integrales dobles

Hasta ahora se ha definido y tratado a una integral del tipo:

V://f(a;,y) dA
R

como el volumen encerrado entre el recinto de integraciéon R y la funcién z = f(z,y).
Ahora bien, si se fuerza la condicion f(x,y) = 1, el resultado de la integral serd el area

del recinto de integracion R:

A:é/mA:é/ dA:é/ dz dy

De esta manera, dependiendo del valor que tome el integrando, las integrales dobles
permiten el célculo de un volumen (cuando z = f(z,y)) o de un drea plana (cuando

z = f(z,y) =1). En la Seccién 2.5 se veran més usos de estas integrales.

Ejemplo 2.2

Calcule el area de la region R mostrada en la Figura 2.7.

y

y==

y:4—:z¢2

/ \

Figura 2.7: Ejemplo de calculo de un area plana

13
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Lo primero que hay que determinar son los limites de la region. Para ello, debe
resolverse este sistema de ecuaciones:
y=a’
y=4—a?

La resolucion de este sistema arroja una ecuacion de tercer grado:
4+t —4=0,

cuyas raices coinciden con los puntos en los que ambas funciones se cortan. La tnica
raiz de interés es la raiz real (puesto que hay dos complejas conjugadas) y tiene el
valor r; = 1.31459. Los limites de la region de integracion son R = {(z,y)[0 < z <
1.31459, 23 < y < 4 — 2°}. La integral resulta:

1.31459 pd—a? 131459
A:/ /3 dydm:/ yls " dx
0 T 0

Reemplazando por los extremos:

1.31459
= 3.7544

3 4

1.31459 x T
B 2 3 _ _
A—/O (4—1‘ —x)dm—(élx—g 4)

Se deja al estudiante el célculo considerando y constante para verificar el teorema de

Fubini.

0

2.4. Cambio de variables en el dominio de integracion

A menudo se presentan integrales cuyos limites presentan cierta complejidad al mo-
mento de integrarlos. En funciones de una sola variable, se procedia al método de susti-
tucion para salvar estos problemas. Este consistia en transformar la funciéon en otra cuya

integracion fuese mas sencilla:

/abf(ﬁc) dr = /t2 flog@®)]g'(t) dt con z = g(t), a=g(t) y b= g(ta).

t1

Esto era vélido si g(t) tenfa derivadas continuas en [t;,t5] y f debia ser continua en el
conjunto de valores que formaba ¢(t) dentro del intervalo mencionado.

Este cambio de variables también puede realizarse en integrales multiples, aunque el
procedimiento no es tan trivial como en funciones de una sola variable.

En la Figura 2.8 se muestran dos conjuntos que pertenecen a R?: T en el plano uv y

R en el plano xy.

14
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. :{x i x(u,v)

y =y(u,v)
v Yy
T R
v §-%-7 (u, ) YT @)
J 0_—1 {u u<m7y ..',U x
Lo =w(z,y)

Figura 2.8: Transformacion de coordenadas

Se define la aplicacion vectorial o la cual hace corresponder a cada punto del plano

T con coordenadas (u,v), un punto en R, de coordenadas (z,y). La expresién de o es:

Un punto (ug, vg) en el plano uv (Ver Figura 2.9), descrito por un vector r(ug, vg), mediante

la aplicacion de o, se transforma en un vector r(zg, yo) = [#(uo, vo) y(uo,vo)]" en el plano

xy.

r(ug, vo + Av)

Vo Q- -

| (w0, v0)

Up

u r(ug, vo) = l:l'('U/(]’ Uo)}
r(u,v) =[] T (o, )

Figura 2.9: Deducciéon del Jacobiano

Se desea conocer el comportamiento de x y y cuando las variables u y v se incrementan
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en cantidades Au y Awv, respectivamente. Siguiendo con la Figura 2.9, en el plano uv si
se incrementa la variable v a v+ Au (note que v = vy es constante), el vector en el plano

xy resulta:

z(up + Au, vy)
r(uo + Au, vg) =
y(up + Au, vp)

De la misma manera, si se incrementa la variable v en vy + Av (con u = uy constante):
x(ug, vo + Av)
r(ug,vo + Av) =
y(ug, vo + Av)

Utilizando el concepto del diferencial (o la aproximacién de Taylor hasta el primer orden),

los vectores incrementados pueden escribirse como (vea la Figura 2.9):

i ox
—A
x(uo + Au, UO) m(um UO) i du ’ (uo,v0)
r(up + Au,vp) = = Ay
y(uo + Au? ’Uo) y(uo, ’Uo) + %Au
(uo,v0)
El otro vector incrementado resulta:
i ox
—A
x(ug, vo + Av) #(uo, vo) + =" (u0,0)
r(u07 Vo + A’U) = = 8y
y(uo, vo + Av) y(ug,v0) + =—Av
_ ov (0,0)

La longitud Au en T equivale a la diferencia entre los vectores Ar, = r(uy + Au,vy) —

r(ug, vo):
x(ug, vo) + @ Au ox
ou x(ug, vo) o
Ar — (u05v0) B ou A
y(uo, vo) + ™ Au Yy(uo, vo 0
(uo,’uo) (UO:UO)

or
Que es igual al vector 0 evaluado en el punto (ug, vp), multiplicado por el incre-
u
(uo,v0)

mento Awu. Siguiendo un razonamiento andlogo, si en 7' se incrementa vy una cantidad

Av, manteniendo u = ug constante, se tiene:

ox

x(ug, v — Av Ox
(1o, vo) + 00 0 0 x(ug, vo) 9
Ar, = - = Av
dy dy
y(ug, vo) + == Av y(uo, vo) .
ov ov
(uo,v0) (uo0,v0)

16
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evaluado en el punto (ug, vg), multiplicado por el incre-

(u05v0)

r
Que es igual al vector —

mento Av.

El area del paralelogramo se obtiene realizando el producto vectorial (o producto

or or
cruz) entre los vectores — y —
Ju ov
(uo,v0) (uo,v0)
i ik
Ox(u,v) Jy(u,v)
Ar T aus Eae] 2T T auava]| Ou Au Av
ou ov ou  Ov
(uo,v0) (uo,v0) ozx(u,v) 0y(u,v) 0
ov ov
(u0,v0)
Resolviendo el producto vectorial:
Oz(u,v) Jy(u,v)
ou ou
AA R Au Av & |g(x,y) Au Av
Ox(u,v) Oy(u,v) (u,v) (u0,v0)
ov v

Definicién 2.3

Sea una transformacion biunivoca o definida como:

Se denomina Jacobiano de la transformacién a la expresion:

Ox(u,v) Oy(u,v)
ou ou

_ Oz(u,v) Oy(u,v) — Oy(u,v) Ox(u,v)
 Ou ov ou ov

dx(u,v)  Oy(u,v)
ov ov

Inspeccionando la Figura 2.10 puede establecerse la siguiente relaciéon entre ambos domi-

nios:
d(z,y)
O(u,v)

De esta manera puede decirse que el Jacobiano es un factor de proporcionalidad entre

AA = AzAy = ’ AulAv

las areas de T'y R, considerada a través del paralelogramo tangente.

17
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°
? Av
v
y Au
® ® Y
Av g R
V)¢ - - ® i L (20, Y0) ?Au

| (0, vo) u : u

o A

U X0 X

Figura 2.10: Deduccién del Jacobiano

Siguiendo el procedimiento descrito en la Seccién 2, esto es: subdividir la regién (R

en este caso) tal como lo indica la Figura 2.1, tomando un punto arbitrario dentro de
cada subdivisién y evaluando la funcién f(x,y) en cada uno de ellos, la integral podia ser

aproximada por sumas de Riemann (ver la Definicién 2.1):

M N
J[ ) dA= Y a0 vy
R

i=1j=1

Aplicando el cambio de variables del dominio:

Iz, y)

B, v) Au Av

AA = AzAy =

La integral con cambio de variables resulta:

// fla,y) dA~ Y 2> flo(ui,vy), y(us, vg)] Au Av

‘5(93, y)
d(u,v)

i=1j=1

Tomando limite cuando M, N — oo, las sumatorias se convierten en integrales:

M N a T
([ e aa= i 325 plotun )i, o) 525 u a0
B i=1j=1 )

Iz, y)

é/ f(x,y) dA = é/f [z(u,v),y(u,v)] |8(u,v) du dv

2.4.1. Coordenadas polares

Un cambio de coordenadas muy utilizado en diferentes ramas de la ingenieria es de

coordenadas cartesianas a coordenadas polares. Como se vi6é anteriormente, los cambios

18
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de coordenadas son tutiles cuando transforman uno o ambos limites en valores constantes,

con lo cual vuelven més sencillo el proceso de integracion.

y”

YP-——————— - P(z,y)

p sen(0)

I
I
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
o

Figura 2.11: Coordenadas polares

En este caso, como se ve en la Figura 2.11, la transformacion o se encuentra dada
por:
x = pcos(d)
y = psen()
El Jacobiano de la transformacion se obtiene aplicando la ecuacion hallada en la Definicion
2.3:

J[pcos(f)] O|psen(d
[papw] [pap< U] sty sente)

Olpcos(9)] O [psen(d)]
20 90

J(p,0) = pcos®(8) + psen®(8) = p

—psen(f) pcos(0)

Por lo tanto, el diferencial de area para el cambio a coordenadas polares resulta:

dA =dx dy = p dp db

Ejemplo 2.3

Calcular el drea de la Figura 2.12 que responde a la ecuacién 2% + y* = R?.
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(—R,0) o z

(07 _R)

Figura 2.12: Ejemplo coordenadas polares

Debido a que se trata de un recinto circular, es apropiado el cambio de coorde-

nadas cartesianas a polares:

x = pcos(0)
y = psen()
J=p

La variacién del nuevo parametro p es 0 < p < ec. de la circunferencia. La circunfe-

rencia en coordenadas cartesianas tiene por ecuacion:
2+ = R?

Aplicando el cambio de coordenadas:
[pcos()]” + [psen(6)]” = R
p? cos®(0) + p?sen?(0) = R?
p° [COS2(9) + sen2(9)} = R?

p2 =R?— p=R
Por lo tanto, la variacién de p resulta:

0<p<R

La variacion del angulo 6 se obtiene observando la Figura 2.12. El angulo # = 0 se

obtiene cuando el radio vector p coincide con la rama positiva del eje z y se mide
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en sentido contrario a las agujas del reloj. Por lo tanto, la variacién del angulo para

describir la circunferencia completa es 0 < # < 27. La integral para determinar el

2t rR
A:/ / p dp db
o Jo

area es:

27 2 |R 2 2
A:/ r d9:/ L
o 2|, 0o 2

R? 2w R?  on 2

El cual coincide con el resultado que se conocia por geometria.

2.4.2. Coordenadas polares generalizadas

El cambio de coordenadas visto en la Seccién 2.4.1, es un caso particular de las
coordenadas polares generalizadas, ya que las anteriores solamente servian para recintos
de integracion circulares.

Las coordenadas polares generalizadas sirven para transformar tanto recintos circu-

lares como elipticos, en los cuales existen dos semiejes diferentes, a y b (ver Figura 2.13).

y
P(z,y)
P/ |

| b

0, | x
6 +

xr

e ettt +
a

Figura 2.13: Coordenadas polares generalizadas

La transformaciéon o estd dada por:

= pcos(f)

= psen(f)

SR 2|8
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Para obtener el Jacobiano, se aplica la Definicién 2.3:

Jla pcos(d)]

dp

J(p,0) =
Ja pcos(d)]

00

0 b psen(f
[ Ioap ( )] a COS(Q) b Sen(e)
d[b psen(0)] —a psen cos
- psen(d) b pcos(f)

J(p,0) =abpcos*(0) +abpsen®*(@) =abp

Por lo tanto, el diferencial de area para el cambio de coordenadas polares generalizadas

resulta:

dA=dx dy=abpdp db

Ejemplo 2.4

Calcular el 4drea de la Figura 2.14 que responde a la ecuacién b?z? + a’y? = a?b

e 98

)
(0,)
p
(—a,0) a T
(a,0)
(Oa _b)

Figura 2.14: Ejemplo coordenadas polares generalizadas

Debido a que se trata de un recinto eliptico, es apropiado el cambio de coorde-

nadas cartesianas a polares generalizadas:

= pcos(6)

= psen(0)
J = abp

22
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La variacién del parametro pes 0 < p < 1:

2 2
b2a? + a*y? = d*V* — <$) + (g) =1
a

Aplicando el cambio de coordenadas cartesianas a polares generalizadas:
[pcos(6)]* + [psen(6)]* = 1
p? cos*(0) + p*sen®(0) = 1
p? {COSQ<9) + sen2(9)] =1

p=1—=p=1

Por lo tanto, la variacién de p resulta:

0<p<l

La variacion del dangulo 6 se obtiene observando la Figura 2.14. El angulo # = 0 se
obtiene cuando el radio vector p coincide con la rama positiva del eje z y se mide
en sentido contrario a las agujas del reloj. Por lo tanto, la variacién del angulo para

describir la elipse completa es 0 < 0 < 27. La integral para determinar el area es:

2r  rl
A= / / abp dp db
o Jo

21 o2
A:ab/ L
o 2

ab 27 ab 5 ab
5 /s db 5 9, 5 21 abm

! 21 |
szab/ a0
0 o 2

El cual coincide con el resultado que se conocia por geometria.

2.5. Aplicaciones

Hasta ahora se han utilizado las integrales dobles para calculos de areas planas (con
el integrando igual a 1) y volimenes (con el integrando igual a z = f(z,y)). En esta
seccion se presentaran otras aplicaciones de integrales dobles.

2.5.1. Masa de una lamina

Sea d(x,y) la funcién de densidad (en unidades de masa sobre unidades de area) de
un determinado material, del cual se encuentra constituida una ldmina (una ldmina es un

solido en el cual dos dimensiones predominan sobre una tercera, por ejemplo una hoja de
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papel). La masa de una lamina de drea R se calculard como:

m = //5(3:,y)dx dy

En el caso que la densidad sea constante, esto es d(z,y) = C, la masa de la lamina

resultara:

mzé/é(az,y)dxdyzCé/dxdy:C'R

Siendo R el area de la lamina.

Ejemplo 2.5

Determinar la masa de la lamina de la Figura 2.15. Considerar una densidad por

unidad de drea igual a 0(z,y) =z + .

(0,0)

(0,0) (a,0)

Figura 2.15: Ejemplo masa de una ldmina

La expresion para determinar la masa de una lamina de densidad d(z,y) es:

m = //(5(3},y)dx dy

Se planteard el calculo del area de R considerando a x como constante. Los limites

de ambas variables resultan:
0<zx<aqa

b
0<y<b—-x
a

Reemplazando en la ecuacion para hallar la masa:

m = /Oa /Ob_(g)x(x + y)dy dx
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Se integra primero con respecto a y:

a 27b—(b/a)x a 2 2 2 2,2
0 0 a 2 a 2a?

Integrando con respecto a x:

_ b2 bx3+bix b2x2+62x3 “
2 3a 2 2a  6a?

0

Reemplazando entre los extremos y operando:

. a?b + ab?
N 6

2.5.2. Centro de gravedad de una lamina

En dos dimensiones, los centros de gravedad de las figuras tienen dos coordenadas. Por
lo tanto, hallar el centro de gravedad de una lamina implica encontrar las dos coordenadas
de ese punto.

Se define como coordenada z y se denota como T del centro de gravedad de una

ldmina de densidad 6(z,y) y drea R a la expresion:

[ 6(x,y) xdxdy  [[o(x,y)x dr dy
R R

[f0(z,y) dv dy m

R

T =

Andlogamente, se define a la coordenada y del centro de gravedad (7) como la expresién:

{zf 6(x,y) y dz dy éf 6(x,y) y dz dy
[fo(x,y) dx dy - m
R

y:

Ejemplo 2.6

Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la lamina presentada en la
Figura 2.15.

En este ejemplo se determinara solamente la coordenada T del centro de gravedad,
quedando para el alumno la determinacion de y. La expresion para determinar la

coordenada T es:

g §(x,y) x dx dy g 0(z,y) x dv dy R Jor el (1 4 ) wdyda

T: =

[f0(z,y) dx dy m m
R

DO
Ut
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Integrando con respecto a x:

b3 B bxt N b2 B b2z? n b2t
3 4a 4 3a 8a?

0

T =
m
. . . a’b + ab?
Del ejemplo anterior, se sabe que la masa de la lamina es m = —g P lo tanto
la coordenada T del centro de gravedad sera:
_ 2ab + a®b?
T=——"—75
4a2b + 4ab?

, a:y2 b—(b/a)x
a rb—(b/a)x fa[xy+_‘| dx
__ O (@ 4 ay)dyde 2 |,
m m
b :U(b—(é)x)2 b b2 D242 2P
(b — [~ — % " 1d afpp2 23 00 00 U b
__fo [$< a ) + 5 m—fo bx p + 5 . +2a2 d
v m B m

2.5.3. Momento de inercia de una lamina

Considerando una recta cualquiera L contenida en el plano de la lamina R, de densi-
dad d(z,y) y siendo d(x,y) la distancia de un punto (x,y) a L, se define como momento

de inercia de la lamina R con respecto a la recta L a la expresion:
1= [[ dw.p)*o(z,y) de dy
R

En vez de considerar una recta genérica L, se toman los ejes coordenados x y y, se obtienen

los momentos de inercia de la lamina con respecto a los ejes x y y, respectivamente:

I, = //y25(fc,y) dx dy
R

I, = // 2%5(z,y) dr dy
R

Ejemplo 2.7

Determinar el momento de inercia de la lamina mostrada en la Figura 2.16 con

respecto al eje x.
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Figura 2.16: Ejemplo momento de inercia con respecto al eje z

La expresion para determinar el momento de inercia con respecto al eje = es:
I, = // y?o(z,y) dx dy
R

Los limites en este caso son constantes, y se pidi6 considerar d(x,y) = 1, por lo que

la integral resulta:

b/2  h/2 b/2 443 h/2
L= [y Ly dvda= [ 5| s
b/2 h/2 b2 3 s
/b/2 h3 h3 |b/2
Iy 12 b/2
bh3
I, = —

12

Resultado conocido de resistencia de materiales como el momento de inercia de una

viga rectangular, de dimensiones b por h. Se deja al estudiante el calculo del momento

de inercia con respecto al eje y.

3. Integrales triples

Haciendo una analogia al desarrollo hecho en la Seccion 2, es posible resumir en cinco

pasos la definicién de una integral triple: Sea f(x,y, z) una funcién definida y acotada en
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el cubo [a,b] X [c,d] x [e, f] (Figura 3.1). Este cubo sera el dominio de integracion, cuya

definicién es analoga a la Definicion 2.1:

Definicién 3.1

Se denomina dominio de integracién al cubo R definido como:

R=[a,b] x [e,d] x [e, f] = {(x,y,2) ER*la< 2 <b c<y<d, e<z<f}

Como se procedié para funciones de dos variables, este dominio de integracién se subdivi-
dird en M x N x O subrectangulos, de volumen R;;;,. Las dimensiones de los cubos seran
Ar=(0b—a)/M,Ay=(d—c)/NyAz=(f—e)/O.

Si la funcién f(z,y, z) se evalia en un punto arbitrario (7, yij, 25;;,) de cada sub-
region, se multiplica por su volumen AV = Az Ay Az y se suman las M x N x O

particiones, se obtiene la suma de Riemann:

M=

16)
Z Z F('CU;'kjk:v y;kjlm Z;'kjk)Ax Ay Az

j=1k=1

)

Il
—

Si el nimero de subdivisiones tiende a infinito, surge una nueva definicién:

Definicién 3.2

La integral triple de la funcién F(z,vy, z), definida y acotada en un dominio de inte-

gracién R C R3, resulta:
M N O
///F(x,y, z)de dy dz = lm Y NN F(x], v 2 Az Ay Az
J £

Si este limite existe.

Las funciones con las que se trabajard reunirdan los siguientes requisitos:
» Toda recta paralela al eje z trazada por un punto interior del dominio R (punto que
no pertenece a la frontera), corta a la superficie en dos puntos.
» Todo el dominio R puede proyectarse sobre algiin plano coordenado (por ejemplo el

zy) resultando un dominio regular (bidimensional) D (ver la Figura 3.2)
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-‘; ' 1L mnin i IIIIIIII?T

(=Jbe(+)

Figura 3.1: Dominio de integracién C R3

Figura 3.2: Planteo del calculo de volumen con integrales triples

Como se vio en la Seccion 2.2, si el dominio de integracién no estd limitado por planos

paralelos a los coordenados, sino por funciones arbitrarias (ver la Figura 2.6), la integral
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triple se calcula como:

b rga(z) rha(zy)
/ / / F(z,y,2) dz dy dx
a gl(x) hl(x7y)

Donde ¢;(z) y go(z) son funciones que forman parte del contorno de la proyeccién del
volumen sobre un plano coordenado (en este caso el xy); z = hi(z,y) y 2 = ha(x,y) son las
funciones que limitan el sélido (ver Figura 3.2). En particular, si la funcién F(x,y,z) =1
el resultado de la integral serd igual al volumen del dominio (que en este caso se trata de

un so6lido).

Ejemplo 3.1

Calcular el volumen del sélido mostrado en la Figura 3.3, limitado por los planos

z/a+z/c=1,0<y <by los planos coordenados.

Figura 3.3: Ejemplo del célculo de volumen con integrales triples

Como debe calcularse el volumen de la cuna, en la expresion de integrales triples
se tiene que cumplir F'(z,y,2) = 1. Los limites de las variables son: 0 < z < a;
c
0<y<by0<Lz<c——x.

a
El volumen se obtiene al resolver la siguiente integral:

a b re—(c/a)z
V:///da:dydz:/// dz dy dx
o Jo Jo
R
a b C a C b
V=/ / [c——x] dyda::/ [cy——xy] dx
o Jo a 0 a “lo

a 27a
V:/ bc—@m dr = bcx—bc—x :abc_a_bcza_bc
0 a 2a 0 2 2
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Resultado que coincide con la formula del volumen de un prisma: V' = sup. base x altura.

3.1. Cambio de coordenadas en integrales triples

Al igual que en integrales dobles, un cambio de coordenadas en integrales triples viene

dado por el siguiente teorema:

Teorema 3.1

Sea f = f(x,y,2) integrable en R C R3, ¢ una aplicacién uno a uno tal que o : R® —

R3:

Tal que el Jacobiano J(u,v,w) sea distinto de cero para todo punto (u,v,w) €

o '(R) =T, entonces se verifica:

///f(x,y,z) dr dy dz = ///f [x(u, v, w), y(u, v,w), z(u, v,w)] |J(u, v,w)| du dv dw

El Jacobiano en integrales dobles representaba un factor de proporcionalidad entre areas
en diferentes sistemas de coordenadas. En integrales triples representara un factor de pro-
porcionalidad entre volimenes. De acuerdo a la expresion anterior, el diferencial de volu-
men en el sistema cartesiano dV' = dz dy dz se transformard en dV' = |J(u, v, w)| du dv dw.

El Jacobiano se calcula como el producto mixto:

or  or\’ or
|J(u, v, w)| = <8uxav> 5 du dv dw
siendo los vectores:
[Oz ] [0z [ Oz ]
ou ov ow

or dy ~Or Oy ~Or y
ou  |oul " o |Ov|  dw | Ow
0z 0z 0z
ou ov ow
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El Jacobiano resulta:

or 0y 0
ou Ou OJOu
0 0 0
J(u,v,w) = a—z a—z a—i
o 0y 0
ow Ow Jw

A continuacién, se presentan dos sistemas de coordenadas curvilineas importantes.

3.1.1. Coordenadas cilindricas

Estas coordenadas son una extensién de las polares al espacio. Un punto se define en

R3 a través de la siguiente transformacion (vea la Figura 3.4):

Figura 3.4: Descripcién de un punto en coordenadas cilindricas

x = pcos(d)
0 =14 y=psen(t)

Zz =2z

La variacion de los parametros es (Figura 3.4):

La transformacion, mediante la aplicacion o, del diferencial de volumen se puede observar

en la Figura 3.5.
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Figura 3.5: Diferencial de volumen en coordenadas cilindricas

Aplicando el Teorema 3.1 visto anteriormente, se calcula el Jacobiano resolviendo el

siguiente determinante:

ox
ap
ox
0
ox
0z

J(p,0,z) =

///f(x,y,z) dr dy dz =
R

Jdy
p
Jdy
90
Jdy
0z

0z
dp
0z
06
0z

cos(0) sen(d) 0
—psen(#) pcos(f) 0

0 0 1

=p

0z
///f [pcos(0), psen(0), z] p dp db d=

Ejemplo 3.2

acotada entre la funcién z = c—x

2

33

Calcular el volumen de la superficie mostrada en la Figura 3.6. La misma se encuentra

—y?yelplano z =k, con k < c
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Figura 3.6: Ejemplo calculo de volumen en coordenadas cilindricas

Se plantea el cambio de coordenadas cartesianas a cilindricas. Esto implica:

x = pcos(f)
cambio de coordenadas : { y = psen(f)
z2=2z

El Jacobiano para este cambio de coordenadas es J = p. La ecuacién del paraboloide
en coordenadas cilindricas se obtiene reemplazando el cambio de coordenadas en la

expresion de la superficie:
z=c—at— 1y = z=c—[pcos(d))’ — [psen(h)]* = ¢ — p? [0082(0) + senz(e)}

z=c—p

El maximo valor de p se obtiene al reemplazar z por el valor de k en la expresién de
la superficie, ya que es la altura de corte que genera la proyeccién de mayor tamano

sobre el plano zy:
k=c—|[pcos(d)) — [psen(d))* = p=+e—k

La variacion del angulo 0 se obtiene observando la Figura 3.6. Como la circunferencia
esta completa, se tiene que 0 < # < 2.
Una vez encontrados los limites de integracion, se procede a plantear la integral

triple:

v=[[[axaya:— [[[ 171 dpd@z/o%/oﬂ/:_p2pdz dp df
R T
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V:/%/m(c—f—k)pdpd@z/%/m(cp_p3_kp>dpd9
0 o Jo

0
2

et gt k] Y L PR T
v_/o [2 . = [ e = T = e = P

3.1.2. Coordenadas esféricas

Como su nombre lo indica, estas coordenadas son aptas para utilizar en superficies
esféricas. Un punto se define en R? a través de la siguiente transformacién (vea la Figu-

ra 3.7):

Figura 3.7: Descripcién de un punto en coordenadas esféricas

x = pcos(f) sen(y)
o =14 y=psen(h)sen(p)
z = pcos(p)

La variacion de los parametros es (Figura 3.7):

La transformacion, mediante la aplicacion o, del diferencial de volumen se puede observar

en la Figura 3.8.
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Figura 3.8: Diferencial de volumen en coordenadas esféricas

Aplicando el Teorema 3.1 visto anteriormente, se calcula el Jacobiano resolviendo el

siguiente determinante:

or oy 0
dp dp Op cos(f) sen(p) sen(6) sen(y) cos(p)
dr Jy 0

J(p,0,¢) = 87:; 6719/ 67; = |—psen(#)sen(p) pcos(d)sen(y) 0 = p®sen(yp)
oz Oy 0z pcos(0) cos(p)  psen(f)cos(p) —psen(y)
dp Op ¢

/// flz,y,2) de dy dz = /// f [pcos(8) sen(i), psen(f) sen (i), pcos(y)] p* sen(p) dp df dy

Ejemplo 3.3

Calcular el volumen encerrado entre z = /4 — 22 — y?, z = /16 — 22 — y? y el plano

z = 0. Esto se muestra en la Figura 3.9.
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Figura 3.9: Ejemplo calculo de volumen en coordenadas esféricas

Se plantea el cambio de coordenadas cartesianas a esféricas. Esto implica:

x = pcos(f) sen(p)

cambio de coordenadas : { y = psen(#) sen(yp)
z = peos(p)

El Jacobiano para este cambio de coordenadas es J = p®sen(yp).

La ecuacion de la esfera en coordenadas esféricas se obtiene reemplazando el
cambio de coordenadas en la expresion de la superficie (se hard considerando a las
esferas completas y luego se limitaran los parametros angulares correspondientes para

considerar solamente la mitad):

2’4y’ + 25 = R — [peos(6) sen ()] + [psen(6) sen(p)]* + [pcos(p)]* = R

p? cos?(6) sen? () + p*sen®(0) sen?(p) + p? cos?(p) = R?

p? sen? () [COSQ(H) + sen2(9)} +p? cos?(p) = R?

1

0’ {senQ(go) + COSz(QO)} =R*—>p=R

1

Esto indica que p variara entre el radio de la esfera interior y el radio de la exterior,
es decir 2 < p < 4.
La variacién del dngulo 6 se obtiene observando la Figura 3.9. Como la circunfe-

rencia que esta contenida en el plano xy es completa, se tiene que 0 < 0 < 27.
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Resta encontrar la variacién de ¢. Como se trata de medias esferas, es logico

. .7 ’ ’ 7T

pensar que la variacion de este angulo serd 0 < ¢ < 5
Una vez encontrados los limites de integracion, se procede a plantear la integral

triple:

2 /2 4
‘/:Aﬁdﬁﬁuk—ﬂUyU|Wde9:/ /" /;F%m¢mp@nw
0 0 2
R T

2 pm/2 ] 4

LY
o Jo 3p2
56 (2

" cos(@)ly/? db

sen(p) dp do

v=2
3 Jo

56 o, 112
V:§0|0 :?Tf

3.2. Aplicaciones

Sea la integral triple:

///f(a:,y,z) dr dy dz
R

Anteriormente se vi6 que si el integrando f(z,y, z) era igual a 1, el resultado de la integral
representaba el volumen de la region R.

Ahora se considerard al integrando diferente a 1. Por ejemplo, si f(x,y,2) es una
densidad volumétrica, el resultado de la integral sera la masa del solido R.

Ademaés de la masa, existen diferentes cantidades que pueden calcularse utilizando
integrales triples, tales como el centro de gravedad, momento de inercia de un sélido, entre
otras.

3.2.1. Masa de un solido

Sea 0(z,y, z) la funcién de densidad (en unidades de masa sobre unidades de volumen)
de un determinado material, del cual se encuentra constituido un sélido. La masa de un

s6lido de volumen R se calculara como:

M = ///6(x,y,z)dx dy dz
R

En el caso que la densidad sea constante, esto es 6(z, y, z) = C, la masa del slido resultara:

M:///é(x,y,z)dxdydz:C///dxdydz:CR
R R

Siendo R el volumen del sélido en cuestion.
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3.2.2. Centro de gravedad de un sdlido

En tres dimensiones, los centros de gravedad de los solidos tienen tres coordenadas.
Por lo tanto, hallar el centro de gravedad de un sélido implica encontrar las tres coorde-
nadas de ese punto.

Se define como coordenada z y se denota como x¢og del centro de gravedad de un

sélido de densidad 6(z,y, z) y volumen R a la expresion:

! :gf(S(x’y’Z)xdxdde:1///6(xyz)mdxdydz
T Sy drdy dz 2z )Y
R

Analogamente, se define a la coordenada y del centro de gravedad (ycg) como la

expresion:

Yo = ff{fé(x’yad v = 1///5<37 y,2) y dx dy dz
[ff0(z,y,z) do dy dz M J Y
R

Por dltimo, se obtiene:

- :gfé(x’y’Z)ZdJEdde:1///5(xyz)zdxdydz
O 0wy ) drdy d= 3 JJ) Y
R

3.2.3. Momento de inercia de un sélido

Considerando una recta cualquiera L contenida en un sélido R, de densidad d(z, y, 2)
y siendo d(z, y, ) la distancia de un punto (z,y, z) a L, se define como momento de inercia

del sélido R con respecto a la recta L a la expresion:

I, = /// d(x,y,2)*5(z,y, 2) do dy dz
R
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