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Integrales de Superficie - 2024

1. Introduccion

A diferencia de las vistas anteriormente, en este nuevo tipo de integrales, el dominio
de integracién es una superficie.
Debido a esto, se mostraran las diferentes maneras de expresar una superficie:
» Forma explicita. Ejemplo: z = f(z,y)
» Forma implicita. Ejemplo: F(z,y,z) =0
» Forma paramétrica o vectorial.
A continuacién, y como analogia a las integrales de linea, se veran ejemplos de la tercera

forma de expresar una superficie.
2. Representacién paramétrica de una superficie

Una superficie alabeada contenida en R? puede ser descrita punto a punto mediante
un vector r(u,v). Para ello, se define:

Sea S una superficie que admite derivadas parciales continuas, definida en forma

vectorial como:

con (u,v) € T.

r(u,v) = x(u,v)i+ y(u,v)j+ 2(u,v)k

T

r(u,v)

Superficie S en R3

Regién T contenida en el plano uv

Figura 2.1: Mapeo desde el dominio uv en R? a R?® mediante el vector r

A continuacién, se presentan ejemplos de parametrizacién de algunas superficies:
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» Esfera
Sea S la esfera de R? (Figura 2.2), cuya ecuacién es 22 + y? + 22 = R%. La parame-
trizacion de S estd dada por:

x = Rcos(u)sen(v)

r(u,v): {y = Rsen(u)sen(v) con0<u<2ry0<v<m

2z = Rcos(v)

En forma vectorial:
cos(u) sen(v)

r(u,v) = R |sen(u) sen(v)

cos(v)

Figura 2.2: Parametros de una esfera de radio R

= Elipsoide
@2 2 2
Sea S el elipsoide de R? (Figura 2.3), cuya ecuacién canénica es — + 7 +—5=1
a c

La parametrizacion de S esta dada por:
x = acos(u) sen(v)

r(u,v):{y = bsen(u)sen(v) con0<u<2r, 0<v<wyabc €R

z = ccos(v)

En forma vectorial:
a cos(u) sen(v)
r(u,v) = |bsen(u)sen(v)

ccos(v)



Integrales de Superficie - 2024

Figura 2.3: Parametros de un elipsoide

= Paraboloide eliptico

2 2
Sea S el paraboloide eliptico de R? (Figura 2.4), cuya ecuacién es T + Y _ % 1a
c

a? b2
parametrizacién de S estd dada por:
x = av cos(u)

r(u,v): y=bvsen(u) con0<u<2m,0<v<ooyabc €R

2 = cv?

En forma vectorial:
acos(u)

r(u,v) = v bsen(u)

Ccv

Figura 2.4: Parametros de un paraboloide eliptico

» Cilindro eliptico

2 2
Sea S el cilindro eliptico de R? (Figura 2.5), cuya ecuacién es x—Q + Y — 1 1a

a b?
parametrizacion de S esta dada por:

ot
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r(u,v): {y = bsen(u) con0<u<2m abcyv €R

En forma vectorial:

a cos(u)

r(u,v) = |b sen(u)

Figura 2.5: Pardmetros de un cilindro eliptico

» Cono
22 P 2
Sea S el cono de R? (Figura 2.6), cuya ecuacion es — + Zo a2 La parametrizacion
a c

de S esta dada por:
x = av cos(u)

r(u,v) 1y = by sen(u) con0<wu<2m abecyv €R

Z =Cv

En forma vectorial:

a cos(u)

r(u,v) = v |bsen(u)
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Figura 2.6: Parametros de un cono eliptico

3. Vector normal a una superficie

Partiendo de la superficie parametrizada a través del vector r(u,v), las derivadas

parciales de r con respecto a las variables u y v son:

or Ox, 0y, 0z
o0 ou T oud T ou
or Ox, O0Oy. 0z
o o0 T T o
En forma vectorial:
[0z ] [0x]
Ou O
or - oy or - oy
ou  |ou|l > v |ov
0z 0z

Cada una de estas expresiones puede interpretarse geométricamente como vectores tan-

gentes a S. Si se mantiene v = v, (constante), entonces r(u,vy) describird la curva C4

sobre la superficie S (vea la Figura 3.1).

El vector tangente a C; en el punto [x(ug, vo), y(uo, vo), 2(ug, V)] tiene la expresion:

@
ou

o
- Ou

. Oy
1—’—%

(uo,v0) (u05v0)

(uo5v0)

L, 02
179

(uo5v0)

k:

-
o
dy
du
0z

LOu ]

(uo5v0)

De la misma manera, si se mantiene u = wuq (constante), el vector r(ug,v) describira la

—~
(
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curva Cy sobre la superficie S. Su expresion en el punto [x(ug, vo), y(uo, vo), 2(ug, vo)] es:

91
ov
or or .0 . 0z 0
v (uo,v0) v (u0,v0) v (u0,v0) v (uo,v0) v
0z
—a'U— (uo,’uo)
e Or 1
n X 7 ; ;
(G e
- or
— ’1] Ikl b (),l; ; .
= R ,._tf_f_!\_-“n.‘
if e .,
i ¥ -
i '
I I I T A 3_|_s,' _____ S

r{wp. U))

ol . V)

ol g, v)

(= )+

Figura 3.1: Vector normal y tangentes a la superficie S en r(ug, vo) = [To Yo zO]T

Definicién 3.1

Se define como vector normal unitario n a una superficie dada en forma paramétrica,

en un punto Xo = [T Yo zo]T = [x(uo,vo) y(ug,vo) z(uo,vo)]T al producto vecto-

rial:

or Or

n

-
o or
ou Ov

Esto equivale a resolver el siguiente determinante:

(uo5v0)
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. Cg [0y 0z 0z 0y]
i j gz 2227
dr Oy 02 Ooudv Ouov
A a2 A, Al 1 Ox 0z 0Ox 0z 1
n=\0u ou ou|—-—— — |t Ye PEYe
or Or Ovdu Oudv| ||[Or Or
Ov % 02\ |5, % By o
ov Ov Ov Y v %@_@@ u v
(wowo)  LOuOv  Ou vl (u0,v0)
siendo:
o o
ou Ov (0.0) a

0y0: 0209\’ (000: 0202\ (000y 0yor)’
oudv Oudv Ovou Ouldv oudv Ouodv

el médulo o norma 2 del vector normal.

(uo,v0)

Si la superficie no se encuentra parametrizada, sino en funcién de las coordenadas car-
tesianas y en forma implicita S(z,y,z) = 0, el vector normal unitario en un punto

Xo = [To Yo ZO]T € S puede determinarse normalizando el gradiente:

oS, 0S. 9S,
ovs| e e
‘o M%)Z(%) +<as>2
ox dy 0z o
En forma vectorial:
951
or
. |os 1
4o |92
Ay as\> [9S\> [0S\’
95 QJ*@Q*@J
L0z - Xo

4. Diferencial de superficie

A continuacién, se presentaran las diferentes maneras de expresar el Diferencial de

Superficie
4.1. Diferencial de superficie en forma paramétrica

La definicion del diferencial para una superficie dada en forma paramétrica es idéntica
a un cambio de coordenadas como los vistos anteriormente. Se trata de pasar, mediante

un vector r, de un dominio 7" de limites constantes a un dominio S donde se encuentra

la superficie.

9
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Sea r un vector que hace corresponder puntos en forma biunivoca del plano uv al
espacio zyz (vea la Pagina 11):
x(u,v)
r(u,v) = |y(u,v)
z(u,v)
El vector r mapea el punto (ug,vy) € T en R3, obteniéndose:
x(ug, vo)
r(ug, vo) = y(uo, o)
z(ug, vo)
Si en T se incrementa ug una cantidad Awu, manteniendo v = vy constante, se tiene:
z(up + Au, vy)
r(uo + Au,vo) = |y(ug + Au, vp)
z(ug + Au, vp)

Aplicando la definicién de diferencial (o utilizando la aproximacién de Taylor hasta el

primer orden), el vector incrementado puede escribirse como:

ox
— A
x(ug, Vo) + 9 U

r(ug + Au,vy) = |[y(uo,v0) + 7= Au

z(ug, vo) + 0z Au

Ou (u0,v0) J

La longitud Au en T equivale a la diferencia entre los vectores Ar, = r(uy + Au,vy) —

r(ug, vp):
_ 9% -
x(ug, vo) + u Au rox
%] (uo,vo) x(ug, Vo) o
dy dy
Ar, = |y(uo,vo) + u (a0 Aul — ty(ug, vo) | = u Au
0z
0z 2(ug, vo) e
Z(UQ,U()) + % Au LOu (uo0,v0)
L (uo,v0)
Que es igual al vector a evaluado en el punto (ug, vp), multiplicado por el incre-
(uo,v0)

mento Awu. Siguiendo un razonamiento andlogo, si en T se incrementa vy una cantidad

10
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x(ug, vo + Av)
y(ug, vo + Av)
z(ug, vo + Av)

r(ug, vo + Av) =

Av
A
2 PRy ="
' z(uo + Au, v)
UO.' - , (u y ) @ I yo r(uu + Au,vu) = y(U(] + AU, U())
. 0, Y0 u o : —o m . z(up + Au, )
uo I ‘('CCO) Yo, 0)
r(u,'U) — Uoé1 + UOéQ x (U, 'UU)
r(uo, vo) = | y(uo, vo)
Z(u07 UO)
Figura 4.1: Diferencial de Superficie
Av, manteniendo u = ug constante, se tiene:
_ 9 -
x(ug, vo) + 0 Av rOrT
(u0,v0) x(ug, vo) BN
dy dy
0z
0z z(ug, vo) —
Z(UO, U()) + % AU _(97}- (uo,vo)
L (uo,v0) J
. or . .
Que es igual al vector Er evaluado en el punto (ug,vg), multiplicado por el incre-
v
(uo,v0)

mento Av.

El drea Au Av en T se puede aproximar en S mediante el area del paralelogramo de

El area del paralelogramo es igual al modulo del producto vectorial entre ambos
vectores e igual al médulo del vector n:

Si se toma el limite de la particién (que en este caso seria la diagonal del rectangulo en T’

or Or
7><7

ou Ov

gAu X ﬁAv

ou ov Aulv

en la Figura 4.1) tendiendo a cero, los vectores Ar, y Ar, se hacen tangentes a S, y se

tiene que Au = du y Av = dv, por lo tanto:

11



Integrales de Superficie - 2024

Definicién 4.1

Se define diferencial de superficie a la expresion

or Or
7X7

9 < D du dv

dS:|

Por consiguiente, el drea de una superficie dada en forma paramétrica es la integral del

diferencial de superficie dS:
A(S) = // ds = // ‘
3 T

Diferencial de superficie en forma explicita

o or
ov

9 du dv

4.2.

Si la superficie se encuentra dada en forma explicita, de la forma S : z = f(x,y), el

vector r tiene las siguientes componentes:

x
r=zityji+ flr,y)k=| y
f(z,y)
Las derivadas parciales de r son:
or  Ox. Oy, Of(x,y), . Of(zy)
oo Tar T e N T T -
or  Ox. Oy, Of(xy), . Of(z.y)
el Pt k = k
oy 8yl Gy'] oy I+ oy
En forma vectorial: ) ) }
1 0
or or
Rl 0 - = 1
ox Y dy
of (z,y) of(z,y)
or L Oy
Aplicando la Definicién 4.1:
i j k
L o Yy
s 0 | gy gy = |- 2@ @)l g,
ox dy
of (z,y)
1
0 ay

12
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En definitiva:

ds = J1+ lafg;y)] + laf(aa;y)] dx dy

Esto implica que la superficie S de ecuacién z = f(z,y) se ha proyectado sobre el plano
xy transformandose a un area plana mediante el jacobiano dS.

Si se proyectan sobre los distintos planos coordenados, las expresiones del diferencial
de superficie son analogas:

= Proyecciéon sobre el plano zz:

5=y 1y (S [0,

= Proyeccién sobre el plano yz:

B af(y,2)]°  [0f(y,2)]
dS—\Jl—i- [ay] + [82] dy dz

4.3. Obtencion del dS en forma geométrica

Otra manera de determinar el diferencial de superficie es utilizando los cosenos di-

rectores del vector normal unitario n:

Figura 4.2: Angulos directores

Sean x, y y z las proyecciones del vector n sobre los ejes coordenados, se definen los

13
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cosenos directores de n como:

cos(e) = ]
cos(3) = [
“0s(1) = 7

Por otra parte, la expresion para determinar el angulo entre dos vectores proviene de
las definiciones de producto escalar. Sean a = [a; as ag]T yb=[b by bg]T dos vectores
cualesquiera de tres componentes cada uno. El angulo entre ellos se puede determinar

COImMo.

a'b = |la| |[b| cos(w)

Siendo w el angulo comprendido entre ambos vectores.
Para este caso, se realiza el producto escalar entre el vector normal unitario a la

superficie i1 y el versor k. Teniendo en cuenta que

Oor Or
or ~ ay
or Or
B

n=

En el caso que la superficie se encuentre expresada como z = f(x,y), se tiene:

i AR
o o
or Oy

- (0i 4 0j + k) = [[nf} [[k][ cos(v)

Recordando que los médulos del vector normal unitario n y del versor k son iguales a

uno, se tiene:

v
o _or
or 0Oy

Siendo 7 el angulo director, formado entre el vector normal unitario n y el versor k, versor

o
dy

B 1
~ cos(y)

= cos(y) — HS:U

normal al plano de proyeccion, que en este caso es el plano xy. Vea la Figura 4.2.

Otras maneras de expresar el coseno son:
cos(y) = cos(i, z) = cos(n, k)
Por lo que el diferencial de superficie puede escribirse como:

iS=—* drdy=

dz d
cos(n, 2) v

1
cos(n, k)
Si el plano de proyeccién de la superficie cambia, la expresion del diferencial de superficie

cambiara:

14
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= Proyecciéon sobre el plano zz:

dS = —— dr dz = — dr dz
cos(f, y) cos(1, j)
= Proyeccion sobre el plano yz:
1 1
ds = ~ dy dz = —— dy dz
cos(n, x) cos(n, i)

Integrales de superficie para campos escalares

Al igual que en las integrales vistas anteriormente, dependiendo del integrando, se

obtendran diferentes resultados. Sea la integral:

[/f(x,y,z) as

Si f(z,y,2) =1 la integral representard el drea de S (area lateral)

Si f(z,y,2) = p(x,y,z) (siendo p una densidad por unidad de area), la integral
representara la masa de S.

Las coordenadas del centro de gravedad de una ldmina S de densidad p(x,y, z) se

determinan de la siguiente manera:

. xcg://x p(x,y,z) dS
S

. ycgz//y p(z,y,2) dS
S

. zcg://z p(z,y, z) dS
S

El momento de inercia I, de S con respecto a un eje L se calcula como:
IL = //5(3:,%2)2 f(l',y,Z) ds
S
Siendo 0(x,y, z) la distancia de un punto cualquiera de S a la recta L.

Ejemplo 5.1
Determinar el area lateral de una esfera de radio R cuya ecuacion cartesiana es:
2y + 2" =R

Se sabe de la parametrizacién de superficies, que la esfera puede describirse con
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el siguiente vector r (vea la Figura 2):
r(u,v) = x(u,v)it+y(u,v)j+z(u,v)k = Rcos(u) sen(v)i+ Rsen(u) sen(v)j+ R cos(v)k

Las derivadas parciales de r son:

or Oz, 0Oy, 0z . .
" gl + 5 + %k = —Rsen(u)sen(v)i+ Rcos(u)sen(v)j + Ok

or Ox, Oy, 0z, ) .
50 = Pl + 909 + %k = Rcos(u) cos(v)i+ Rsen(u) cos(v)j — Rsen(v)k

El diferencial de superficie resulta:

i j k
or By 0:
a5 = | 2w P\ gy o = | O v Oul gy gy =
Ju  Ov
o 3y 0z
v Ov Ov
i j K
—Rsen(u)sen(v) Rcos(u)sen(v)
du dv
Rcos(u)cos(v) Rsen(u)cos(v) —Rsen(v)
ds = H[—R2 cos(u) sen®(v)]i — [R*sen(u) sen®(v)]j + [~ R? cos(v) sen(v)]kH du dv

Resta calcular la norma 2 del vector normals:

ds = \/[R2 cos(u) sen2(v)]? 4 [R2 sen(u) sen?(v)]* + [R? sen(v) cos(v)]*du dv

ds = \/R4 cos?(u) sent(v) + R*sen?(u) sen(v) + R*sen?(v) cos?(v)du dv

Sacando factor comin R*:

dS = R? \/COSQ(U) sent(v) + sen?(u) sen*(v) + sen?(v) cos?(v)du dv

Sacando factor comtn sen?(v) dentro de la raiz:

ds = RQ\/Sen4(v) [cos?(u) + sen?(u)] + sen?(v) cos?(v)du dv =

ds = R2\/sen4(v) + sen?(v) cos?(v)du dv

16
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Factorizando el término sen(v):

ds = RQ\/Senz(v) [sen2(v) + cos?(v)]du dv = R*\/sen?(v)du dv
Por lo tanto, el diferencial de superficie resulta:
dS = R?*sen(v)du dv

La variacién de los parametros para cubrir la esfera completa es:

El 4rea lateral de la esfera resulta:
or Or
A = dS = — X —
L // S // | ou % ov
S T

2 2
Ap = Rz/ — cos(v)|g du = 2R2/ du = 47 R?
0 0

2w ™
du dv = / / R*sen(v)dv du
o Jo

Formula que era conocida por geometria.

6. Integrales de superficie para campos vectoriales

6.1. Superficie orientada

Se denomina superficie orientada a una superficie que posee dos lados (interno o
negativo y externo o positivo). En cada punto de esta superficie existen dos vectores
normales unitarios: 'y —i (vea la Figura 6.1). Cada uno de estos vectores puede asociarse
con un lado de la superficie. Por convenio, se considerara el lado positivo de la superficie

al que contiene al vector externo (o saliente).

Figura 6.1: Superficie orientable

17
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Un ejemplo de superficie NO orientable es la conocida Cinta de Mobius (Figura 6.2).

Esta superficie solamente tiene un lado.

(=Je(+]

Figura 6.2: Cinta de Mobius

6.2. Flujo

Sea S una superficie orientada con vector normal unitario n. Sea un fluido con densi-
dad variable punto a punto p(x) y un campo de velocidades v(x) con x = [z y 2|7, que
fluye a través de S. La razon de flujo (masa por unidad de tiempo) por unidad de area es
pVv.

Si se divide a la superficie en partes mas pequenas .S; ; de tal manera que tiendan a
ser planas, se puede aproximar la masa de fluido por unidad de tiempo que cruza S;; en

la direccion del vector normal unitario con la expresion:

(vaﬁ) Sij

Figura 6.3: Flujo del campo vectorial v(x) a través de la porcién de superficie S; ;

18
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Al sumar las cantidades anteriores y tomar el limite cuando el nimero de subdivisio-

// pvindS

S
Lo que se interpreta como la razén de flujo a través de S.

nes tienden a infinito, se obtiene:

Si se reemplaza el campo vectorial de velocidades de un fluido pv por un campo

vectorial genérico F, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 6.1

Si F es un campo vectorial continuo definido en una superficie orientada S con vector

normal unitario n, entonces se define flujo del campo vectorial F a través de S

o = // FThdS

S

a la expresién

Si la superficie S esta dada en forma paramétrica, debe normalizarse el vector n para que

//FT<au m) H : o

su modulo sea igual a 1:

A
Recordando la expresiéon de dS:
or Or

dS = | % X % du dU
Se tiene:

or Or 1 Jor Or

// u, ) ( av> [or or| Hau av| M
ou " v

Por lo tanto, el flujo en una superficie expresada en forma paramétrica, resulta:

// u,v) <8r (91') du dv
ov

Ejemplo 6.1

Sea el campo vectorial F = [z 22 yz]T correspondiente a un campo de velocidades

de un fluido, calcular cuantos metros Cflbicos por segundo (caudal) de fluido cruzan

11
la porcién del plano de ecuaciéon S : 3 + Z + 202 = 1, en el primer octante (ver la

19
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Figura 6.4).

Los puntos de corte del plano con los ejes vienen dados por la ecuacion de S: el
corte en el eje = se produce en el punto (5, 0,0); mientras que el corte en y se produce
en el punto (0,4,0). Ademas, el punto (1,1, 1) pertenece al plano.

Sin demasiado esfuerzo es posible llevar la expresion de S a explicita, despejando

S: z

20(1 x y>_20 4 5
5 4

I BETRRRTRARSTY

Si se escoge como plano de proyeccién de S al plano xy, la expresion del dS es (vea

la Subseccién Subseccion 4.2):

0S\> [0S\’ \/ 42 52 9
dS—Jl—i-(%) +<8_y> dx dy = 1+<—ﬁ) +<—ﬁ> da;dy_ﬁ\/idxdy

El vector normal unitario se calcula como:

T 9ST F 4
Oz 11
.| 08 1 5 1
Ty 99\° [(0S\® |11|9vV2
| J”(%) *(a@) 1

El flujo a través del plano se obtiene al resolver la siguiente integral:

QD://FTﬁdS://FTﬁdxdy

S R

20
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Es decir: o
11
@z//{x z? yz} El \/_da:dy
11 9\/_ 11
R
1

Los limites de integracién son (manteniendo a z como constante): 0 < =z < 5y
4
0<y<4— 59@ Solamente queda el detalle de la variable z en la tercera componente

del campo vectorial. Esta debe reemplazarse por su expresion en S:

5 4—4/5x 20 4 5 5
2
/0/0 [ y(n 11 11y)] 50

Resolviendo el producto escalar:

44/5‘” 5 20 4 5
2y 22 dy d
// er11 NETEANE TR 11y) yor

Integrando con respecto a y:

o /5 ( 4o B 2 4 5 ) 4-4/5w
= €T 71‘ _ —2X [ —
s\t 2V "™ "33V )|,

o4 4 5 4 2
o[ [t ) 2 208
/0[1190( 5x>+11x 5°) T3
4 432 5 43
Ca(a-Za) -2 (4-Za) | d
22x< 5x> 33( 5“@” !

o /5< 236 5 228 , 144 +64> p
= —— — T
o \ 825 275" 55 | 33

dx

Resolviendo:

Por ultimo:
5

_ v 3 -
5300° T 825% T 110° T 33"

El volumen de fluido (en m?®) por unidad de tiempo (segundos) (caudal o flujo) que

o ( 236 228 , 144 , 64 )

cruza el plano es:

d =32.27 m*/s

6.3. Divergencia de un campo vectorial

La divergencia de un campo vectorial puede interpretarse fisicamente de varias ma-

neras:
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= Variacion del flujo por unidad de volumen, esto es como la diferencia entre el flujo
saliente y entrante de un campo vectorial sobre una superficie que rodea un volumen
de control.

= En hidraulica, se puede interpretar como una medida de la razén de cambio de la
densidad del fluido en un punto (da una idea de la compresibilidad del fluido)

Mateméaticamente, la divergencia de un campo vectorial se define de la siguiente manera:

Definicién 6.2

Sea F = [P(x) Q(x) R(x)]" un campo vectorial continuo, A(x) un punto pertene-
ciente al dominio de F, S(x) una superficie orientable cerrada que rodea al punto

A(x), generando un volumen V, y fi un vector normal unitario a S(x), entonces

1
div (F)| , = Jim - ﬁé F 4 dS

V=0

Siempre que el limite exista

N S
T /’//(/
— o \\ b

/o

/ VT
(=)br(+]

Figura 6.5: Divergencia

La definiciéon dada anteriormente es independiente del sistema de coordenadas adop-
tado. Para el caso particular del sistema cartesiano, la divergencia del campo vectorial
F en el punto A se puede escribir como: (Vea la Demostracion del Teorema de Gauss

(Subseccién 6.5) para comprender los detalles de cémo se obtiene esta expresion):

div(F)|,=V -F=V'F

22
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Siendo V el operador Nabla de Hamilton, un pseudo-vector, cuya expresion es:

0 0 0
_ 9, 9. 94
v 8xl+ ay‘] + 0z

O en notacién vectorial:

Para un campo vectorial F = [P(x) Q(x) R(x)]", la divergencia resulta:

o o0 0 P oP 0Q OR
diV(F)|A = la—x 8_3} &] Q(X) = 8—x ) + 8_y ) & )
R

» Si div(F)|, > 0, predomina el flujo saliente. El fluido se expande, se dice que el

campo tiene una fuente.

» Si div(F)|, < 0, predomina el flujo entrante. El fluido se contrae, se dice que el

campo tiene un sumidero.

» Si div(F)|, = 0, la misma cantidad que entra en el volumen de control es la misma

que sale. El fluido se denomina incompresible.

Ejemplo 6.2

Dado el campo vectorial F = 22—z —2x+y :vz]T, graficado en la Figura 6.6,

calcule la divergencia en tres puntos diferentes.

—
=

)

’Vg
\

LA NN

//yﬁ r % ®

N
(= )+

Figura 6.6: Campo vectorial del Ejemplo
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La divergencia de un campo vectorial es:

oP 0 OR
diV(F):&U+£+az:2+1+m

» Para A(z,y,2) = (1,0,1)

div(F) =2+ 1+2 =4
» Para A(z,y,2) = (—4,4,1)

div(F) =2+ 1+z=—1
» Para A(z,y,2) = (-3,0,3)

div(F) =2+ 1+2=0

En este ejemplo se observa que la divergencia de un campo vectorial es un concepto
puntual: En el primer punto, al ser positiva la divergencia, puede decirse que el campo
vectorial se estd expandiendo, o que ese es un punto fuente; en el segundo punto ocurre
lo contrario. Puede afirmarse que ese punto actia como un sumidero, en el cual el
campo vectorial se esta contrayendo. Por ultimo, la divergencia calculada en el tercer

punto es nula. Esto indica que en ese punto, el campo no se expande ni se contrae.

6.4. Rotor de un campo vectorial

El rotor (o rotacional) de un campo vectorial muestra la tendencia de éste para

generar rotacion alrededor de un punto. Se define de la siguiente manera:

Definicién 6.3

Sea F = [P(x) Q(x) R(x)]" un campo vectorial continuo, A un punto perteneciente
al dominio de F, S una superficie orientable abierta que rodea al punto A (por
simplicidad, se tomara un cuadrado), una curva C' regular a trozos que es el borde
de S y n un vector normal unitario a S, entonces se define como rotor del campo

vectorial F' en el punto A a la expresion:

Siempre que el limite exista.
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z aQ
9% g
Q+ 5% z
[ Cs
| R|e, Y e R+g—§dy
4 Yy
Q
dy

Figura 6.7: Demostracién de la ecuacion del rotor del campo vectorial

La expresion definida anteriormente es independiente del sistema de coordenadas
adoptado. Para el caso particular del sistema cartesiano, y de un campo vectorial F =

[P(x) Q(x) R(x)]",conx =[x y z]", el rotor viene dado por la expresion:

OR 0 oP OR 0 oP
rot [F(x)]|, = (agJ—;j)i—i— (82_@:6>j+ (522_(%)1{

O en notacidén vectorial:

‘OR  0Q"
oy 0z
oP OR

rot [F(x)] = % " o
0@ _or

| 0x 0Oy |

Para demostrar la primera componente de esta expresion, se recurrira a la Figura 6.7.
Alli se ha considerado como S un cuadrado de lados dy y dz, contenido en el plano
yz. El vector normal unitario a S es i (perpendicular a esta pdgina). La curva C' se
encuentra dividida en cuatro trozos: C, Cy, C3y Cy, es decir C' = C; UC, UC3UCYy. La
parametrizacién que se utilizara es la de un segmento de recta.

A continuacién, se calculard la circulacién a lo largo de C":
4
§I§FT dr:/FT dr1+/FT dr2+/FT dr3+/FT dr4zz FT dr,
C & Cs Cs Ca =g
= Integral de linea a través de C4: El vector dr; resulta:
0
dry = dy dt
0

DO
t
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Por lo que, el producto escalar entre el campo vectorial y el vector dr; resulta:

0
[P(x) Q(x) R(x)] |dy| dt =Q(x) dy dt
0

Integral de linea a través de C'3: El campo vectorial que actiia sobre C'3 se encuentra

0
incrementado la cantidad —de. Esta expresion se obtiene al calcular el diferencial

0z
primero de @ (con z y y constantes, es decir de =0y dy = 0):
Qx+dr,y+dy, z+dz) = Q(x,y, 2) + gcjdx + ggdy + %dez =Q(z,y,2)+ aagdz
El vector drs resulta:
0
dI‘g = —dy dt
0

El signo negativo se debe al sentido de circulacion (es contrario al de Cy). El producto

escalar entre el campo vectorial y el vector drsz resulta:

0
P(x) Q(x)+ %dez R(x)| |—dy| dt = —Q(x) dy dt — (?;jdz dy dt
0

Integral de linea a través de Cy: Al igual que sobre C3, el campo vectorial que actta
OR

sobre (5 se encuentra incrementado la cantidad a—dy. Esta expresion se obtiene al
Y

calcular el diferencial primero de R (con z y z constantes, es decir dz = 0y dz = 0):

Ratdny+dyz+de) =Ry, 9)+ gfdwr %deJr gjjdz = R(z,y,2) + gfdy
El vector dr, resulta:
0
dI‘Q =10 dt
dz

El producto escalar entre el campo vectorial y el vector dr, resulta:

0
P(x) Q(x) R(x)+ aa];dy 0| dt = R(x) dz dt + gjdy dz dt
dz
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= Integral de linea a través de Cy: El vector dry resulta:

0
dI‘4 = 0 dt
—dz

El signo negativo se debe al sentido de circulacién (contrario al de Cy). El producto

escalar entre el campo vectorial y el vector dry resulta:

Sumando todas las expresiones correspondientes a cada curva e integrando con respecto

a la variable ¢ (con la que se realiz6 la parametrizacion), se obtiene la circulacién total:

LIOR  0Q OR 0Q
FT dr = = N etk A 2
§£ dr /0 ((9;1/ 82) dy dz dt <8y 8,2) dy dz
c

Recordando que el vector normal unitario ni para la primera componente del rotor es i:

R T
I‘Ot[F(X)”A‘l—%IL%E CF dr

De acuerdo a esta definicion, debe dividirse la circulacién por el area del cuadrado y
hacerla tender a cero para obtener la proyecciéon del rotor sobre el vector normal unitario

de la superficie (en este caso, i) en el punto A:

| | 1 OR 0Q )
rot [F(x)]]Aq_gE%E CF dr = ldylbglﬁo a0y dz ((93/_ 82) dy dz] i

rot [F(x)]|, - i = (gf . gﬁf) i

Por procedimientos andlogos se obtienen las otras dos componentes del rotor del campo
vectorial.

Una manera sencilla de calcularlo es a través del determinante:

I Ly

v oy 0z

9 9 9 OP OR
rot(F)|A:V><F:8x oy 02~ |9s "oy
p o Rr| |99_9”°

LO0x Oy |

Siendo V el operador Nabla de Hamilton, definido anteriormente.

[\
3
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Ejemplo 6.3
: B —y T ’

Ejj; :;;:::; Svectorlal F = [ R Vo O] , calcule el rotor en tres
SN N N N NN T
AP TN A
s NS MY VY
AARAASIEINN L RN SN
AL NN R SRR
T

e
I A I A
SRS eSS
NN R AR
Figura 6.8: Campo vectorial F = Y < '

0
Ve NG

El campo vectorial se muestra en la Figura 6.8. El rotor se determina resolviendo

el determinante:

i j k i j
o0 0 | o o 0
rot(F) =V xF = O a—y 95| = Oz ay B
P Q R Y -
Vat+y? Vi +y?

El rotor resulta:

rot(F) = (8_Q _ 8_P> K — [\/( -t y? 2

+ k
oxr Oy 22 + y2)° \/(x2 +42)° Vaz +y?

» Para A(x,y) = (1,0)

—1? 0? 2
rot(F) = - + k=1k
\/(12 +02)? \/(12 +02)? V12402
» Para A(x,y) = (0,1)
2 12 2
rot(F) = Y — + k=1k
Jorery®  Jerp Ve
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» Para A(x,y) = (1,1)

- M S
\/(12 + 12)3 \/(12 + 12)3 V12 + 12 \/§

Note que el sentido de todos los vectores es en la direccién del eje z positivo (com-

rot(F) =

pruébelo con la regla de la mano derecha en la Figura 6.8).

6.5. Teorema de Gauss o de la divergencia

Sea R una region sélida limitada por una superficie cerrada S, cuyo vector normal
unitario fi esta dirigido al exterior de S. Si F(x) = [P(x) Q(x) R(x)]" es un campo vec-
torial cuyas funciones componentes admiten derivadas parciales continuas en R, entonces:

El flujo de F a través de S es igual a la integral triple de la divergencia de F en el

volumen encerrado por S:

@z#FTﬁdS:///div(F) dx dy dz
S R

Figura 6.9: Volumen de control

Demostracion

Sea el diferencial de volumen (denominado volumen de control) mostrado en la Fi-
gura 6.9, cuyo volumen es dV = dx dy dz. Se calculara la variacién que experimenta el

campo vectorial F(x) = [P(x) Q(x) R(x)]", sobre el volumen de control para cada una

de las tres direcciones.

Utilizando la definicién del diferencial de una funcién, las componentes del campo

vectorial en el entorno de un punto genérico x = [z y 2|7 resultan:
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» En la direcciéon z (y y z son constantes, lo que implica que dy y dz son iguales a

cero)

P P P P
P(z+dx,y+dy,z+dz) = P(z,y,z) + (zxd:v—i— gydy—l— aﬁzdz ~ P(z,y,z)+ Z;de

» En la direccién y (x y z son constantes, lo que implica que dz y dz son iguales a

cero)

_ 9Q, 9Q, 99, oQ
Qe +d,y+dy, 2 +dz) = Q(z,y,2) + 5 “du+ aydzﬂr 5, 42~ Q@ y,2) + aydy

» En la direccién z (x y y son constantes, lo que implica que dz y dy son iguales a

cero)

R(z +dz,y+dy,z+dz) = R(z,y, 2) + gfdx " g];dy + ?;fdm R(z,y,2) + %fdz

Las expresiones anteriores indican como varia el campo vectorial al atravesar el volumen
de control. El diferencial de flujo neto (vea la Definicién 6.1) (diferencia entre flujo saliente
y entrante) a través de las caras del volumen de control es (vea la Figura 6.10):

s En la direccién z

or

9 dx dy dz

OP
dd, = [P(:E, y,2) + %;daj] dydz — P(x,y, 2) dydz =

= En la direccion y
Ao, = (Q(z,y,2) + a—Qdy dxdz — Q(z,y, 2) dedz = a—Qaly dx dz
y dy
= En la direccién z

dd, = [R(x,y, z) + aaRdz] dxdy — R(z,y, z) dedy = aaRdz dx dy
2 2
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5 )
\%f'/

ﬂ \

Figura 6.10: Variacién del flujo del campo vectorial a través del volumen de control

La variacién total sobre el volumen de control se obtiene sumando los flujos netos de las

tres direcciones diferentes:

oP  0Q OR (0P 8Q OR
ox " oy &)dwdydz_(a ay az>dv

dCI):dCI)x+d<I)y+d(I)Z:(_|_+ Il T T

Esta expresion puede considerarse como el resultado del producto escalar entre el operador

V y el campo vectorial F':

. 0. 0 . .
AP = (axl Tad T azk> [P(z,y, )i+ Q(z,y,2)j + R(z,y, 2)k| dV

O en notacion vectorial:

P(x
_|0 9 9 _ VT
dcb_[ax 5 82] Q(x)| dV = VT F dv
R(x)

De acuerdo a la Definicion 6.2, la expresion anterior se puede escribir como:
dd = VI'F dV = div(F) dV

El flujo neto total se obtiene resolviendo la integral:

:/R//VTF dv

Siendo R el volumen encerrado por la superficie S. Por otro lado, se tiene (vea la Definicién

6.1):
o = #FTﬁ ds

S
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Con lo que se demuestra que:

P = #FTﬁ dS = ///div(F) dv

s
Para tener en cuenta:
» Este teorema relaciona integrales de superficie (flujo) con integrales multiples (tri-
ples).
= Es necesario que la superficie S sea cerrada para poder aplicarlo. Si la superficie
no es cerrada, el flujo debe calcularse por definicion.
= Una de las hipodtesis exige que las componentes del campo vectorial admitan deri-

vadas parciales continuas. Esto es para calcular la divergencia.

Ejemplo 6.4

2

Calcule el flujo del campo F = [22 y? 22]" a través de la superficie S : z = 1 —

Va2 +y2con0<2<1

1
08d
1

Figura 6.11: Superficie cerrada S

Como se trata de una superficie cerrada, puede aplicarse el teorema de Gauss.

Para ello debe calcularse la divergencia de F:

oP 0Q OR
1 pu— T = — —_— _— =
div(F) =V F_8x+8y+0z 2r + 2y + 22

De acuerdo al Teorema de Gauss:

(I)z///div(F) dV:///(Qx—l—Qy-l-Qz) v
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Realizando el cambio de coordenadas cartesianas a cilindricas:

x = pcos(d)

y = psen(0)
Los limites de las variables son:

0<z<1—-p

El flujo se obtiene al resolver la integral:

—2/ / / plpcos(f) + psen(d) + (1 — p)| dz dp do
P = 2/27T /1 /lp {p2 cos(0) + p*sen(f) + p — ,02} dz dp df

—2//pcos (1= p) + p*sen(0)(1 = p) + p(1 = p) — p*(1 = p)| dp db

1

1 1 1 22, 1
=2 3p ®cos(f) — ~p*cos(0) + 3P ®sen(6) — 1P tsen(d) + - ZpP 4+ 4p d9
0

4 2 3

Tl 1 1
o= 2/ { cos(f) + —sen(f) + —| db
0

12 12 12
1 2m
o = 6/ [cos(0) + sen(6) + 1] df
0
o = (13 [sen(6) — cos(0) + 0]]7
D = lw
3

6.6. Teorema de Stokes

Sea S una superficie abierta, con vector normal unitario n dirigido al exterior, cu-

yo contorno es una curva cerrada simple C, suave a trozos (vea la Figura 6.12). Si

F = [P(x) Q(x) R(x)]" es un campo vectorial cuyas funciones componentes admiten

derivadas parciales continuas en una region abierta R que contiene a S y a C, entonces el

flujo del rotor F a través de S es igual a la integral de linea de F evaluada sobre la curva
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de borde C' de la superficie:

Dpop = // (VxF)'ids = yﬁFTdr

S C
Demostracion

Figura 6.12: Superficie abierta con vector normal unitario fi dirigido al exterior (orienta-

da), y contorno C'

Considere una malla alrededor de S, de tal manera que se generen n sub-areas, cada
una con superficie AS. Se escoge un punto genérico P, con k = 1,2, ...,n, interior a una

sub-darea ASy, cuya curva de contorno es Cj, (ver Figura 6.13).

-~
- §rotF|p

< Z

.. - .
Proyeccion de rotF|p sobre el vector i~
. -~
- -~

rotF|p - n

Figura 6.13: Malla sobre la superficie S, dividiéndola en sub-areas AS
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Aplicando la Definicién 6.3 a la sub-area ASj, se tiene:

1
m — Fldr

t(F)'al = I

Recordando el Lema visto en el tema Funciones de Varias Variables, “Toda funcién f(z,y)
que posea limite L puede escribirse como la suma de este limite L y un infinitésimo €(z, y)”,
resultando f(x,y) = L + €(z,y).

Segtn este lema, se tiene:

1 1
—— @ Fldvr=—@ F-dr+e

TAl _ 1
rot (F)" 4, = Jim x5, G ASy 2

Multiplicando ambos miembros por ASj:

1
P ASk = F- dI’ASk + EkASk
K

rot (F)" i As P
k

Resultando:

rot (F)" i

ASk = % FTdI' + GkASk
Py Ch

Figura 6.14: Circulacién en cada malla de sub-drea AS

Sumando todas las mallas:

3 rot (F)Tﬁ\Pk AS, =3 @ Fldr+ 3 ¢AS;
k=1

k=1 Ck k=1

Tomando limite cuando el drea (diagonal) de las mallas ASj tienden a cero:

’ - T A
Alsl,fgoz rot (F)" i

Y - T ; -
Pt Py Ak = Alsl,fgo > P Fldr+ Alé,fgo 1;1 xS

k=1 Ck
Obsérvese que la suma de las circulaciones sobre los contornos Cj, es igual a la circulacion

sobre C' (Figura 6.12) debido a que las circulaciones interiores de S se anulan mutuamente
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n
al evaluarse en sentidos contrarios. Ademas, como se dijo anteriormente, Z €rAS) es un
. . 7/ . ./ kzl
infinitésimo, por lo que la expresion resulta:

Do = // rot (F)" i dS = §1§ Fldr
S C

= Este teorema es una extensién del teorema de Green al espacio.

Para tener en cuenta:

» Relaciona integrales de superficie (flujo del rotor) con integrales de linea (circula-
cién).

= Es necesario que la superficie S sea abierta para poder aplicarlo. Si la superficie es
cerrada, el flujo del rotor debe calcularse por definicion.

» Una de las hipétesis exige que la curva de borde sea cerrada, simple, suave y regular

a trozos. Esto se debe al calculo de la integral de linea de un campo vectorial.

Ejemplo 6.5

Calcule el flujo del rotor aplicando el Teorema de Stokes del campo F = [—yz zz Z]T,

a través de la superficie S : 2z =22 + 32, 2 <1

r(t) = [cos(t) sen(t) I]T

T

Figura 6.15: Superficie abierta S con curva de borde C

De la expresion del Teorema de Stokes:

Doy = //(V x F)"h dS = yfFTdr
S

C

se trabajara con el lado derecho de la igualdad. Para ello, debe parametrizarse la
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curva C' mediante el vector posicién r(t):

x cos(t)
r(t) = |y| = sen(t)
z 1

El vector tangente a la curva C' resulta:

dx —sen(t)
dr(t) = dy| = | cos(t) dt
dz 0
El campo vectorial F = [—yz zz z]T en funcion del parametro ¢ resulta:
—sen(t)
Flr(t)] = | cos(t)
1
La variacion de t es (vea la Figura 6.15)
0<t<2mw

La integral a resolver es:

Doy = ;5 Fldr = / ’ Flr(t)]" dr(t) dt

t1

c
. —sen(t)
<I>mt=/0 [—sen(t) cos(t) 1] | cos(t) | dt
0

Resolviendo el producto escalar:

2w 27
Dror = / sen?(t) + cos®(t) dt = / 1dt
0 0

Integrando:

q)rot =27
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