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Integrales de Linea - 2024

1. Introduccion

En las integrales dobles y triples estudiadas anteriormente, los recintos de integracion
se encontraban incluidos en R? o R?, dependiendo si se trataba de integrales dobles o
triples. Esto podia generalizarse a n dimensiones sin demasiada dificultad.

Las integrales que se desarrollaran a continuacion operan sobre un recinto curvilineo.
Estas curvas pueden encontrarse incluidas en R™ pero al ser parametrizadas adecuada-
mente, la dimension del recinto de integracién se vuelve igual a 1.

Las integrales curvilineas son de amplia utilizacion en fisica, ingenieria y matematicas

aplicadas.

2. Parametrizaciéon de curvas en el plano

2.1. Segmento de Recta en R?

Sea el segmento de recta que une los puntos (1, y1) v (Zo, %o)-

Y

(x1,01)

(3007 y())

La representacion en funciéon del parametro ¢ resulta:

x(t T T — X
r(t) = () ="+t 7Y cono<t<1

Z/(t) Yo Y1 — Yo
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2.2. Segmento de Recta en R?

Sea el segmento de recta que une los puntos (z1, y1, 21) ¥ (Zo, Yo, 20). La represen-

tacion en funcién del parametro t resulta:

x(t) o 1 — T
Z(t) 20 Z1 — 20

2.3. Circunferencia

Sea la circunferencia en el plano que tiene radio R y estd centrada en el punto (g, yo)-

(z,y)

/N

La ecuacién candnica de la circunferencia es:
2 2 _ p2
(x—20)* + (y—90) =R
La parametrizacion como funcién de ¢ resulta:

xo + Rcos(t)
r(t) = ,con 0 <t<2m xo, yo, R €R

Yo + Rsen(t)
2.4. Elipse

Sea la elipse en el plano que tiene semiejes a y by centrada en el punto (xg, yo).
Y (z,y)
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La ecuacién canénica de la elipse es:
2 2
(x — x0) (¥ — %)
2 - 2
a b
La parametrizacion como funcién de ¢ resulta:

=1

xo + acos(t)
r(t) = ,con 0 <t<2m x, Yo, a, b €R

Yo + bsen(t)

2.5. Funciones definidas en forma explicita

Si se tienen funciones definidas en forma explicita del tipo y = f(x), la parametriza-

cién es:

La variacién de t sera la misma que la de x.

Andalogamente, para funciones del tipo z = g(y), el vector que parametrice a la curva

sera:

La variacién de t serd la misma que la de y.

Nota importante: un segmento perteneciente a una recta de ecuacion:

y=ar+0b

también puede parametrizarse siguiendo el concepto de funcién definida en forma explicita.
Suponga el segmento de recta que une los puntos (xg, %) y (x1,%1). La parametriza-
cion sera:
t t
f(t) at +b

A diferencia de la primera parametrizaciéon vista para segmentos de recta en R?, aqui la

variacion de t sera la misma que la de x, es decir o <t < x4

Ot
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3. Integrales de linea sobre campos escalares

(=)o)

Figura 3.1: Interpretacion gréafica de una integral de linea sobre un campo escalar f(z,y)

Se desea calcular el drea S (Ver Figura 3.1) cuya base es una curva C'y altura variable
f(z,y). La curva C puede describirse mediante un vector r, el cual a su vez, depende de
un parametro escalar t:

C:r(t)= ) conteR
y(t)

Para llevar a cabo el cdlculo de S, el recinto de integracion (que en este caso es una curva,
denominada C', la cual debe ser suave) se subdivide en N + 1 puntos equidistantes, dando
lugar a la sucesion de puntos Fy, coincidente con el punto inicial, Py coincidente con el
punto final, P;_; y P; puntos genéricos. Cada coordenada (x;,y;) de los puntos P; es una
funcién de un pardmetro escalar t;, dada a través del vector posicién r(t;) = [z(t:) y(t:)]"
con a <t; <hb.

Estos puntos dividen la curva C' en N subarcos, cada uno de longitud Ag,, Ag,,...,Agy
(vea la Figura 3.2). Si se elige un punto intermedio P;"(x},y;) del i-ésimo subarco (corres-

pondiente al valor ¢! del subintervalo [t;_1,;]) v se evalia la funcién escalar f(x,y) en

6
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t

v

+$—o O0—0—0 }N

t ty 1 t; tiv1

3

Figura 3.2: Subdivisién de la curva C'

ese mismo punto, es decir f(z},y;), el area de S (vea la Figura 3.1) se puede aproximar

mediante la suma:

N
Sy fla]y)As,
i—1

7

La cual es una suma de Riemann. Tomando limite cuando N tiende a infinito se tiene:

Definicién 3.1

Si f se encuentra definida sobre una curva suave C, representada en forma vectorial
por r(t) = [x(t) y(t)]" con a <t < b, se define la integral de linea de f a lo largo
de C' como:

N
JLSGods = Jim 3G,

Siempre y cuando el limite exista.

3.1. Diferencial de arco

La cantidad ds se denomina diferencial de arco y, para una curva C' dada en forma

paramétrica, se determina de la siguiente manera (ver Figura 3.3):

-
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Y
Ar=1
A
C (J y t
Ax r(t) Ay = 0.65
Ag ¢+ AD AS =127
r(t + At
r®) /et + Ab)
xIr
T

(=Jbe+)

Figura 3.3: Longitud de arco

La longitud de arco Ag se puede aproximar por el médulo o norma dos de la diferencia

entre los vectores es decir ||Ar|| = ||r(t + At) - r(¢)|:
As ~ [|Ar]| = |r(t + At) — ()]

Ax

Ay

AS ~ HAI‘H =
y(t + At) — y(t)

2(t + Al) — x(t)]

Por definicién de médulo, y dividiendo ambos términos por At:

As JAr] _ le(t+ A — 2 @) + [yt + A1) — y())

At T At At
Operando:
As _lAr] _ \/[x(t + At) — 2(t)] + [y(t + At) — y(1)]”
At T At At2
As _[Ar] _ J lx(t + At) x(t)r ., [y(t + At) — y(t)] :
At T At At At

Tomando el limite cuando At tiende a cero:

N -V J [x<t+ Af) - x<t>r | [ym At) — y<t>r

A0 At A0 At At—0 At At

Por propiedades de limites:

+ lim

At—0 At At—0 At At—0 At At—0

2
lim 25 ~ fim 12T :J lim [‘”(HN) _x(t)] N

[yu + At) - y<t>r

Si el limite existe (y existe porque se supuso una curva C' suave), los cocientes del lado

izquierdo de la expresion resultan iguales (examine la Figura 3.3) y por definicién de

8
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derivada, se tiene:

ds _ | (dz\" (dy)°
dt — \ \ dt dt

Por lo tanto, el diferencial de arco resulta:

() ()

Reemplazando en la expresion de la Definicién 3.1 y teniendo en cuenta la variacion del

pardametro ¢ (ver Figura 3.2), se tiene:

[ rtewis= [ [x(t%y(t)]J (C;t) v (‘jg) "

ds de\?  (dy\’
Note que la expresion i dt) + (;) corresponde al médulo de un vector tan-

gente a la curva C, el cual se llamara r'(t). Su norma 2 o médulo se denotara como ||r'(¢)]|.

Con esta nueva notacion, la integral de linea para campos escalares sera:

[ #yas = [ FEOIF@lde= [, o] 1F 0 d

Si la expresion f(x,y) representa la densidad por unidad de longitud (por ejemplo de una

cuerda o alambre), al resolver la integral

|, £y

se estara hallando la masa de esa cuerda o alambre cuya forma serd igual a la curva C.

Ejemplo 3.1
Calcular la integral de linea:

/ (2% +y*) ds siendo O : y = V16 — 22 recorrida en sentido negativo
o

La curva C' se observa en la Figura 3.4. El vector r(t) que parametriza la curva

es:
4 cos(t)

4sen(t)

r(t) =

El vector r'(t), tangente a la curva se obtiene derivando las componentes de r(t) con

respecto a t:
—4sen(t)
4 cos(t)

r'(t) =

9
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: —4 sen(t)
dr(t) = dt
L cos(t)

I

Figura 3.4: Curva C : y = /16 — x?

El médulo del vector tangente es:

' (8)| = /[=4sen(t))” + [4cos(t)]?

I’ (£)]] = /16 sen2(t) + 16 cos?(t) = 4
El campo escalar, en funcién del parametro ¢ resulta:
flxy) =2 +y* = fle(t)] = [4cos(t)]” + [4sen(t)]’

flr(t)] = 16 cos*(t) + 16sen’(t) = 16

Resta indicar la variacién del parametro ¢, que como se vi6 en la Figura 3.4 es un
angulo que comienza en 7 y termina en 0 (para recorrer la curva en sentido negativo).

La integral a resolver es:
b dz\*  (dy\®
[ fayis= | f[x(tm(tw (%) + (%)

0
/C flz,y)ds = / 16 4 dt = —64r

Reemplazando:

4. Integrales de linea sobre campos vectoriales

En esta seccién se analizaran las integrales de linea aplicadas sobre campos vectoriales.
Recordando de Fisica, el trabajo W realizado por una fuerza F', al mover un objeto una

distancia d, podia expresarse como:
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Esta ecuacién era vélida si la distancia d estaba contenida sobre una recta, y si la fuerza
F aplicada sobre el objeto era constante, es decir ambos eran escalares o vectores con una

sola componente:

F-
F = =F
0
d
d= =d
0

En el caso de que la fuerza F tenga una inclinacién « con respecto al vector de distancia

d, se tendra:

F, F|| cos(a
o |E]_ [iFicosta)
E, |F|| sen(cv)
Yy
d
d=
0

Debido a que F y d son vectores, el trabajo realizado se calculara como el producto escalar

entre ambos:
- d
W =F'd=[||F|cos(a) [F|sen(a)] o = | F[| d cos(a)

Si bien se logré dar un paso mas en la expresion para calcular el trabajo W, esta expresion
sigue siendo restrictiva para trayectorias no lineales y para campos vectoriales no variables

punto a punto. Por esta razén, se tomara el siguiente campo vectorial:

P(x,y)
Q(x,y)

F(z,y) =

el cual varfa punto a punto en R% Ademds se asume que sus componentes P(z,y) y
Q(z,y) son funciones continuas en R2.

Se necesita calcular el trabajo efectuado por este campo vectorial F al actuar sobre
una particula mientras recorre una trayectoria C' suave y regular a trozos. Para ello, al
igual que se hizo en la Seccién 3, se dividird a la curva C' en N + 1 puntos igualmente
espaciados, tal como se muestra en la Figura 4.1. Esta subdivisiéon generara N subarcos
de longitud Ag,.

Evaluando el campo vectorial en un punto intermedio P/ (x},y;) del i-ésimo subarco
(correspondiente al valor tf del subintervalo [¢;_1,;]), es decir F(z},y}), la fuerza puede

considerarse constante a lo largo del subarco. Si Ag, es pequeno, cuando la particula

11
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se mueva desde P;_; a P; lo hara en la direccion de la tangente, indicada por el vector
tangente unitario a la curva en P, T'(z}, y!).
Por lo tanto el trabajo realizado por este campo F sobre una particula al recorrer el

segmento de arco Ag, resulta:

3

AW = [F(a},4)) T}, 57)] As,

Para obtener el trabajo total W, se suma a lo largo de toda la curva:

Tomando limite cuando el niimero de puntos en los que se ha dividido el intervalo tiende

a infinito se tiene:

Definicién 4.1

Sea F(x,y) = [P(z,y) Q(x,y)]" un campo vectorial continuo, definido sobre una cur-
va suave C, la cual puede ser representada en forma vectorial por r(t) = [z(t) y(t)]"
con a <t < b, se define el trabajo realizado por F sobre una particula al recorrer la
curva C' como:
N
W= | F'Tds = lim 3~ [F(a},5)"T(a,57)] As,

=1

Siempre y cuando el limite exista.

12
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x
t
4—{ t' t. t‘ }—»
to ! i+1 1%

Figura 4.1: Subdivisién de la curva C'

Al igual que en la Seccion 3, la parametrizacion de la curva C' se planteé mediante el

vector r(t) = x(t)i + y(1)j, por lo que el vector tangente unitario tiene por expresion:

R0
T = o

Reemplazando las expresiones de T(t) y de ds halladas en la Seccién 3.1, se tiene:

r r'(t)
[’ (@)

Cancelando las normas de los vectores tangentes (que valen 1), se obtiene la expresion:

W:AWTwszMM e (1)) dt

W:LWT@:LW&:Kﬁmm%ﬁm

Donde dr = Tds = r/(t)dt.

Ejemplo 4.1

Un hombre que pesa 85 Kgf asciende por una escalera helicoidal. Da tres vueltas

completas y transporta una lata de pintura de 10 Kgf. Si la ecuacién paramétrica de

13
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la escalera es (ver Figura 4.2):

3 cos(t)
r(t) = 3sen(t)
0.5t

. Cual es el trabajo que efectiia el hombre en contra de la gravedad para subir por la

escalera?

(=Jef(+)

Figura 4.2: Escalera helicoidal

Como la direccion del campo gravitatorio en cercanias de la superficie es —k, el

campo vectorial actuante es:

0 0
F=- 0 =10
85+ 10 -95

14
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La escalera helicoidal se encontraba parametrizada por el vector:

3 cos(t)
r(t) = |3sen(t)
0.5t
El vector tangente a la escalera resulta:
—3sen(t)
r'(t) = | 3cos(t) | dt
0.5

La variacion del pardmetro ¢ debe ser tal que permita al hombre (punto P en la
Figura 4.2) dar tres vueltas completas a la escalera. Debido a que t funciona como
un angulo en la parametrizacion, se sabe que una vuelta completa a la circunferencia
son 27 radianes; 3 vueltas seran 67 radianes (para n vueltas deberd integrarse hasta
2n7 radianes)

La integral a resolver es:

W:/CFTdr:/abF[r(t)]Tr’(t)dt

Reemplazando:
—3sen(t)
61 61
W= [ Flar=["10 0 —95| scos(t) |dt= [ —47.5 at
c 0 0
0.5
Integrando:

67
W — —47.5/ dt — —9857
0

4.1. Circulacion

La integral de linea de un campo vectorial F(z,y) = [P(x,y) Q(x,y)]" alrededor de

una curva cerrada simple C' = [dz dy]” se dice que es la circulacién de F(z,y) en C' ;

esto es:

circulacion = j{ F'dr
C

En particular, si F es un campo de velocidades de un fluido, entonces la circulacion es

una medida de la cantidad con la cual el fluido tiende a hacer girar la curva C' en sentido

opuesto al del reloj. De esta manera, se tiene:

15
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= Si f F7dr > 0 implica que el fluido tiende a hacer girar C' en sentido antihorario.
c

= Si f FZdr < 0 implica que el fluido tiende a hacer girar C' en sentido horario.
c

4.2. Primer teorema fundamental del calculo integral

Teorema 4.1

Sea F = [P(x,y) Q(x, y)]T un campo vectorial continuo, que admite derivadas par-
ciales primeras. Sea r(t) = [x(t) y(t)]" la representacién paramétrica de un camino
regular a trozos contenido en un conjunto D abierto y simplemente conexo, el cual

X
estd contenido en el dominio de F, si existe un campo escalar ¢(x) = / Fldr,
a

entonces Vo(x) = F, con x = (z,y) y a = (a,b).

4.3. Segundo teorema fundamental del calculo integral

Teorema 4.2

Sea F(z,y) = [P(z,y) Q(z,y)]" un campo vectorial continuo en una regién D abierta
y conexa en R?, ¢(z,y) un campo escalar continuo con derivadas parciales continuas

9 9]
yvF =Vo¢ = [ ] . En estas condiciones, para todo par de puntos A y B

oxr 0Oy
pertenecientes a D y para toda curva C regular a trozos que une A con B, el valor
de la [, FTdr es independiente de la trayectoria. Esto significa:
B B
| Ear= [ P(a.y) do+ Qasy) dy = [ VoTdr = o(B) - o(4)
Demostraciéon

Por hipétesis, se tiene:

d¢ 99
T _
/CF dr—/CP(x,y) dr + Q(z,y) dy = Ca$dx+aydy

Si se multiplica y divide por dt la dltima integral:

dpdx o dy
. _ [ [9¢dz 9 dy
L ¥ = [ Play) de+ Q) dy—/clax ar oy dt]dt

Por otra parte, se considera a x y a y como funciones de ¢, es decir z = z(t) y y = y(1),

16
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d
la expresion de df resulta:
do _oode 0o dy
dt Oz dt Oy dt

La ultima expresion es igual a la encerrada entre corchetes de la integral, por lo tanto:

dpdr  dpdy] [t do
/claxdthaydt} T

Por ser operaciones inversas la derivacion e integracion:

ty t
[Fta= [ dfdt = o a(t), yO)|"

Aplicando la regla de Barrow:

/C Fldr = ¢ [2(ty), y(t)] — & [2(ta), y(ta)] = S(B) — &(A)

4.4. Funcion Potencial

Teorema 4.3

Dado F(z,y, 2) = [P(z,y,2) Q(z,y,2) R(z,y,z)]" continuo con derivadas parciales
primeras y segundas continuas en un conjunto simplemente conexo que contiene a la
curva C, la cual es regular a trozos. El campo vectorial F admitira funcién potencial

¢, cuya expresion es:

o= [ P+ [ Q. cdy+ [ Ry, 2)dz

si y solo si

OP(x,y,z)  0Q(z,y,2) O0P(x,y,2) OR(z,y,2) OR(x,y,z) 0Q(z,y,2)

oy or 0z or oy 0z

Demostracién

Por el Teorema 4.1, si existe la funciéon potencial ¢, debe cumplirse:

06 _p 09 _ . 99 _
81;_P’ 8y_Q’ 8Z_R

Por otra parte, se tiene que las derivadas cruzadas son iguales por cumplirse el Teo-
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rema de Clairaut:

or _ &
dy  Oxdy
0Q _ ¢
or  Oyox

Esta igualdad se cumple para los demas casos.
Se determinara la funcién potencial ¢ del campo vectorial F calculando la integral
de linea / F”dr a lo largo de la poligonal que une los puntos (a,b,c) con (x,, 2),

c
tal como se muestra en la Figura 4.3.

)

Figura 4.3: Poligonal compuesta por C;, Cy y C3 que une (a, b, ¢) con (z,y, z)

La primer curva que forma la poligonal se puede escribir como:

r = x (pardmetro)
Ci: y = b (constante)

z = ¢ (constante)

El vector posicion ry tendra como parametro a la variable x:

18




Integrales de Linea - 2024

El vector tangente a la curva es igual a la derivada del vector posicién con respecto

al parametro x:
dx

driy= |0 | =dxi
0
La variacién del parametro es a < x < x. Este razonamiento es analogo para las

curvas Cy y Cs:

x = z (fijo, constante)
Cs y = y (pardmetro) b<y<uy; dro=dyj

Z=2cC

x = z (fijo, constante)
Cs:{ y =y (fijo,constante) ¢ <z <z2; dry=dzk

z = z (pardametro)

Se calcularé/ FTdr:/ FTdr, +/ FTdr2+/ FTdr,
C C1 Ca Cs

= Para la curva Cy:

P(z,b,¢) dx
Flr(z)] = |Q(x,b,c)| dri=|0
R(z,b,c) 0

F [r(z)]" dry = P(z,b,¢) dz

= Para la curva Cy:

P(z,y,c) 0
Flr(y)l = |Q(z,y,c)| dra=|dy
R(z,y,c) 0

F [r(y>]T dr? = Q(CC, Y, C) dy

19




Integrales de Linea - 2024

= Para la curva Cj:

P(z,y,z) 0
Flr(2)] = |Q(z,y,2)| drs= |0
R(z,y,2) dz

F[r(2)]" drs = R(x,y, 2) dz

Sumando los tres resultados, se obtiene:

/FTdr:/xP(:C,b,c) d:c—i—/yQ(x,y,c) dy+/zR(:C,y,z) dz
C a b c

Que por definicién, es igual a la funciéon potencial ¢:

/CFTdr—/aIP(x,b,c) dx—i—/byQ(x,y,c) dy—|-/:R(x7y7Z) dz = ¢

Resta comprobar que se cumpla el Teorema 4.1. Solamente se comprobara la igualdad

0
99 = P(z,y,z). Las demés se dejardn como ejercicio tedrico para el estudiante.

ox

Partiendo de la expresion de ¢:

o= [ Plave)dr+ [ Q@y.o dy+ [ Ray.z) d:

Se deriva parcialmente con respecto a x:

0 a [*
¢:/P(xbc dx—i——/@a:y, dy+ / (x,y,2) dz
Ox 0z Ja
Por hip. del Teorema 4.1 prop. de int. y deriv. prop. de int. y deriv.
0 ¥ 0 2 0R
ﬁ — P(J}J), C) +/ Q(I, y7c) dy+/ (x7y’ Z) dZ
ox b c ox
por h1p E)Q ‘?9}; por hip. aaf %I:
Se tiene:
0 v OP( 2 0P
99 = P(x,b,c +/ 7x v <) dy—i—/ OP(@.y.2) dz
Ox dy c 0z
Por ser integrales y derivadas operaciones inversas
9 _ pla,be) + P Yy P :
5 = L@ b.c)+ Py o)ly + P,y 2)l.
Aplicando la regla de Barrow:
99
9~ L@ b0) + P(@,y,c) = P(z,b,¢c) + Pz,y,2) = P(z,y,c)
X




Integrales de Linea - 202

Finalmente:
g—i = P(z,y,2)

Ejemplo 4.2

2

Dado el campo vectorial F = [y* 2y + 22 2yz]T. Determine la funcién potencial

y resuelva:

La funcién potencial se calcula como:

o= [ Plabe)dr+ [ Qy.c) dy+ [ Ra.y.z) d:

Reemplazando:

¢:/wb2 dm+/y(2xy+62) dy—l—/z2yz dz
a b c

Integrando cada uno de los términos segtin la variable que corresponda:

x
a

6=+ (" +Sy)f, + 2

Aplicando la regla de Barrow:
¢ = b’x — bla + zy? + Ay — 2b? — Ao+ y2? — yc?
La funcién potencial resulta:
¢ =zy* +y+C

Para calcular

se aplica el Teorema 4.2:

[ ¥ = [ Play.2) detQlay.2) dyt Ry, 2) dz = [ V6T dr = o(B)~o(A)
g r= B x,y,z) dr x,1y,2) dy x,y,2)dz = . r=
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Esto no implica mas que reemplazar las coordenadas de los puntos final e inicial en

la funcion potencial hallada y realizar la diferencia:

| FTdr = 0(B) = 6(4) = 6(1.1,~1) = $(0,1,0)

Es decir:

/FTdr:112+1(—1)2+C—(0 124102 +C) =2
C

4.5. Teorema de Green

Teorema 4.4

T . . . .
Sea F = [P(z,y) Q(z,y)]" un campo vectorial con derivadas parciales primeras
continuas en un conjunto simplemente conexo D del plano xy. Sea C' una curva
regular a trozos. Si se representa por R a la regién que encierra C', se tiene entonces

la identidad:

J(2) wetm fr i qun- f e
R

Como convencion, la integral de linea se tomard alrededor de C' en sentido con-
trario al de las agujas del reloj.
Demostraciéon

Se busca demostrar:

//Rggdﬂﬁdy—féQdy; —//R(Zl;dxdy_}{cpdx

La region R mostrada en la Figura 4.4 esta definida como:

R={(z,y)la <z <bgi(x) <y<g(x)}

siendo gy (z) y g2(x) continuas en el intervalo [a,b] y ademas ¢;(z) < go(2)
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cr:y = gr) —— >

\

iy = gl(:ﬂc)

?

b T

e
O -—--————————-®

|

I

I

I
o
O

Figura 4.4: Demostracién Teorema de Green
s or .
Se calculara la integral — / / 8—dx dy considerando a x como constante:
R OY

92(z) QP
I iy _—// Ly d
// Tay a Jgi(x) 8y yar

~ // OF oy — - Va”p@,gg(x)) - P(x,gl(x))dx]

~ ] Gode dv= [ Plogie)de + [ Plo.ga(o))da

Por otro lado, la integral de linea j{ P dz, puede expresarse como:
fpdx_ Pdet [ P
C1

Para calcularla, se utiliza la representacién paramétrica de C:

Para Cj:




Integrales de Linea - 202

Teniendo en cuenta la inversion del sentido, se tiene

BT [ Plrg@)dr = [ Plrgo)] da

Por lo tanto:

/Cszz/ab [z, g1(x )]da:—/bP[a: g2(z)] dz

b
/CPd:L':/ [z, g1(x da:+/ [z, g2 ()] dz

Comparando este resultado con el obtenido en:

] G du= [ Plegw@lds+ [P lo gl o

Con lo que el teorema queda demostrado.

Ejemplo 4.3

Calcule la integral curvilinea / Fldr, si F = [(e” +2y) [22+ sen(y)]]T, siendo C' el
c
rectangulo de vértices (2,1), (6,1), (6,4) y (2,4) mostrado en la Figura 4.5

Y
(2,4 C3 (6,4)
04 R CQ
2,1) o) ©1)

Figura 4.5: Curva cerrada

El trabajo realizado por F a lo largo de C' se calcula como:

W= //<@—3—§> dz dy
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Las derivadas del campo vectorial son:

0Q d[x? + sen(y)]

or ox =2
8£ B d(e” + 2y) _y
oy Oy

Los limites de las variables son: 2 < x <6y 1<y <4

La integral a resolver resulta:

6 4
W://Qa:—Qdydx
2 J1

6 6
W:/ (2zy — 2y)[; dx:/ (8 —8) — (22 — 2) dx
2 2
6
2

W:/26(6x—6) dv = (32> — 6x)| =72
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