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1. Introduccion

Una gran variedad de fenémenos fisicos, quimicos, biolégicos, econémicos, entre otras
disciplinas, pueden ser modelados a través de ecuaciones diferenciales. Algunos ejemplos

de ecuaciones diferenciales son:

Ejemplo 1.1

La segunda ley de Newton, cuya expresion escalar resulta:

d*z(t)
dt?

F(t)=ma(t) = F(t)=m

siendo F'(t) la fuerza experimentada por un objeto de masa m sometido a una acele-
racién a(t). Por otro lado, se sabe que a(t) = d?z(t)/dt*. Es decir, la aceleracién es

igual a la derivada segunda de los desplazamientos z(t) con respecto al tiempo.

Ejemplo 1.2

Los desplazamientos normales al plano medio de una placa simplemente apoyada en

sus vértices pueden encontrarse resolviendo la siguiente ecuaciéon diferencial:

Puwl(z,y)  0w(zy)  dwlzy) q

Ox? 0x20y? oyt D’

siendo w(z,y) los desplazamientos en direcciéon perpendicular al plano medio de la
placa; x, y las variables independientes; ¢ la carga aplicada por unidad de area; y

D constante elastica que depende del tipo de material y espesor de la placa (vea la

Figura 1.1).
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(= )+

Figura 1.1: Flexion en placas

Ejemplo 1.3

El vaciado de un tanque de agua cilindrico cuyo radio es igual a 1 m, posee un orificio
circular de 0.02 m de didmetro y contiene agua hasta una altura de 0.5 m responde

a la ecuacién diferencial:
dv(t)
— = —kA,u(t
dt v(h);
siendo V(t) el volumen de agua contenido en el tanque (que serd variable con el
tiempo, pues se estd vaciando el tanque); ¢ el tiempo, como variable independiente; k
una constante de proporcionalidad que es funciéon de la forma del orificio del fondo;

A, es el drea del orificio del fondo; y v(t) es la velocidad con la que el agua pasa a

través del orificio.

En los ejemplos expuestos, puede observarse que hay intervencion de derivadas. En algunos
casos, hay derivadas que dependen de dos variables independientes (parciales), mientras
que en otros dependen solamente de una variable independiente.

Otro punto a notar es el orden de derivacion que hay en las ecuaciones, pasando de
uno a cuatro. Debido a estas diferencias, y para formalizar el concepto, se daran algunas

definiciones.

(@
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1.1. Definiciones

Definicion 1.1

Una ecuacion diferencial es aquella que contiene derivadas o diferenciales, es decir,
una relacion entre variables independientes, funciones de estas variables y sus

derivadas de cualquier orden.

A diferencia de una ecuacion algebraica, la resolucién de una Ecuacion Diferencial impli-
ca hallar una funcién que la satisfaga (es decir, la incégnita de una ecuacién diferencial

es una funcién).

Definicién 1.2

Se define como orden de una ecuacion diferencial al mayor ntimero de veces (esto

es, orden de derivacién) que se encuentra derivada la funcién incégnita.

Ejemplos:
d
F [x,y(x), Z(x)l =0 Es de Primer Orden
x
2
G [xa y(z), d?il@), ddy(zzv)l =0 Es de Segundo Orden
x x
d d? dr
H lx,y(:c), :ZZ(QCJ:)’ dyﬂf;:) g ooy deC(nx)‘| =0 Esde Orden n

Definicién 1.3

Se define como grado de una ecuacion diferencial al exponente que se encuentra
elevado el término que contiene a la derivada de mayor orden una vez que la

ecuacion ha sido racionalizada y no posee denominadores.

Ejemplos:
F [x, y(x), dzii(::)] =0 Es de Primer Grado
dy(@)\* [ dy(x)\”
G x,y(z),( I ) ,( Ir2 ) ] =0 Esde Grado 5

o e (S02)" (E) (£ 0 e G

6
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1.2. Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

Existen varios criterios para clasificar a las ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, de
acuerdo a la cantidad de variables independientes que posea la funcién incognita,
pueden clasificarse en:

» Ordinarias, cuando tenga una sola variable independiente (Ejemplos 1.1 y 1.3)
» Parciales, cuando tenga dos o mas variables independientes (Ejemplo 1.2)

Segiin como se presenten, pueden clasificarse en implicitas si la expresion se encuen-

tra igualada a 0 o explicitas si la derivada de mayor orden se encuentra despejada.

Ejemplo de ecuacion diferencial dada en forma implicita:

dy(z) dy(z) d”y(ﬂc)] 0

Floata), 2, S0 T

Ejemplo de ecuacion diferencial en forma explicita:

d"y(x) dy(x) d*y(x) d“y(x)]

dx™

= G li y<x>7 dl‘ ? dxz AR dxn_l

También pueden clasificarse en funcién del orden y del grado. En este curso se tra-

bajard solamente con las ecuaciones de grado 1 (lineales).
2. Resolucion de Ecuaciones Diferenciales

Resolver una ecuacién diferencial, ya sea ordinaria o parcial, de cualquier orden,
implica encontrar una funcién de la o las variables independientes que la satisfagan. El
proceso de resolucién implica integrar la ecuacion diferencial el mismo nimero de veces
que el orden de dicha ecuacién.

Debido a que se realiza una integracion sin limites (integral indefinida), se encuentran
funciones primitivas, las cuales poseen constantes de integraciéon indeterminadas.

La cantidad de constantes de integracion sera igual al orden de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 2.1
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Resolver la siguiente ecuaciéon diferencial:
y = 2x

Se sabe que la variable independiente es x, mientras que la dependiente es y.

Ademés:
,_dy

yidx

Reemplazando en la expresion anterior:

d
—y:2x—>dy:2$da:
dx

Integrando miembro a miembro:

/dy:/Qxda:

Se obtiene:

y=a2>+C

La cual es solucion general de la ecuacion diferencial.

Verificacion

Derivando con respecto a = la soluciéon general:

/

y =2

Se obtiene la ecuacién diferencial del comienzo.

3. Resolucion de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

de Primer Orden y Primer Grado

Resolver una Ecuacién Diferencial (en este caso ordinaria, de primer orden y primer
grado) implica encontrar todas las funciones explicitas del tipo y = f(x,C) o implicitas
G(z,y,C) = 0 que la verifican, siendo C' una constante de integracién arbitraria.

Por esta razon a la solucién obtenida se la denomina Solucién General de la
Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) y representa una familia de funciones (Fi-

gura 3.1).

0]
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(= )b+

Figura 3.1: Solucién general de una EDO (familia de funciones)

Por otro lado, si se consideran valores iniciales en el problema, como por ejemplo:
y=flz,C)
y(xo) = o

El valor de C' puede determinarse y la soluciéon hallada se denomina Soluciéon Particular

de la EDO y representa una sola curva de la familia de funciones (Figura 3.2).

//\

y(zo) = yo

Figura 3.2: Solucién particular de una EDO

3.1. Meétodo de Separaciéon de Variables

Este es el primer método que a una persona puede ocurrirsele intuitivamente. Consiste
en agrupar las variables en diferentes términos (sin que se encuentren mezcladas) y luego

integrar dichos términos con respecto a la variable que corresponda. Por ejemplo, resolver

9
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la siguiente ecuacion diferencial:
y(1 — x)dz + 2*(1 — y)dy =0

Dividiendo toda la expresién por z2y:

1— (1 - 0
2y 2y ey
Resulta:
1—x)d 1—y)d
( Z;) v (-ydy _
—L Y
corresponde a T corresponde a y
Operando:
1 1 1
(-t - s
€T x Yy
Integrando:

x_1n(x)—|—ln(y)—y:C—>_xl—ln(x)—i-ln(y)—y—C:O

Que es la solucién general (dada en forma implicita) de la ecuacién diferencial.
Cabe destacar que esta metodologia de resolucion es limitada, ya que existiran casos en
los que no se pueda separar las variables de manera tan sencilla. Por esta razon, se vera el

siguiente método de resolucién para ecuaciones de primer grado (lineales) y primer orden.

3.2. Ecuaciones diferenciales lineales

Una ecuacién diferencial lineal de primer orden es aquella que tiene la siguiente forma:

Yt Play = Q)

Donde y(x) es la funcién incégnita; z la variable independiente; P(z) y Q(z) son funciones
de la variable independiente conocidas.

Para hallar una expresién que resuelva una ecuacién de este tipo, se encontrara la
expresion de una funcién u(z) denominada factor integrante. Para ello, se multiplica
ambos lados de la ecuacién diferencial por la funcion u(z):

Ziu(:c) + P(2)yu(z) = u(2)Q(z)

Recordando la expresion de la derivada del producto de dos funciones y(x)u(x):

duy)  du dy
dr  dz’ * dz "

10
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Comparando la derivada del producto con el primer miembro de la ecuacion diferencial

multiplicada por u(z) se tiene:

d
ﬁ = P(x)u

/c/l; = /P(x)dx

Inu = /P(m)dm 10— u=Ae) P@dz

Separando variables e integrando:

Siendo A = €% Para el caso particular en que C' =0, A =1, y por lo tanto:

° = ef P(z)dx

Esta solucion particular se denomina factor integrante de la ecuacién lineal.

Volviendo a la ecuacién diferencial:

dy
Lu() + P()u(a)y = u(@)Q(x)
X ——
du
dx
Por lo que, el lado izquierdo es la derivada del producto de funciones y u. Por lo tanto,

se puede escribir:

dx

Multiplicando por dz e integrando a ambos lados de la igualdad, resulta:

yu= /u(x)@(x)dx +C

Despejando la funcién y, y recordando la expresion del factor integrante u = eJ P@)de,
y(l') — effP(a:)dx |:/ efp(x)de(x)dx +C

Por lo tanto, para hallar la soluciéon general de una ecuacién diferencial de primer
orden y primer grado (lineal) de la forma:

Y 4 Py = Q)

Debe emplearse la expresion:

y(z) = e/ P@4= [/ el P@EQ(1)da + C

3.3. Aplicaciones de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Se veran algunas aplicaciones de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

y grado.

11
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3.3.1. Problemas geométricos

Encuentre la ecuacién de la familia de curvas y = f(z) tal que su pendiente, en
cualquier punto, sea igual a la suma de la ordenada y el doble de la abscisa del punto.

La ecuacion diferencial que describe el problema es:

d
y':y+2x—>fy—y=2$
dx

La cual claramente responde a una ecuacion diferencial de primer orden lineal, del tipo:

dy

2+ Pa)y = Q)

La expresion para hallar la funcién en este tipo de ecuaciones diferenciales es:
y(x) = ¢~/ P@)da {/ efp(x)de(x)dx +C
Primero se encontrara la expresion del factor integrante, esto es:

U(I’) :efP(;B) dz:ef—l d:tze—z

Reemplazando los demas valores:

y(x) =e” /e_ac 20 dx  +C
| S —
Debe resolverse por partes

Recordando como se resolvia una integral por partes:
/udvzuv—/vdu

u =2

dv=e"% dx

Para este caso:

Resolviendo la integral por partes:
y(x) =e” {—26_“7@ +1)+ C’}
La solucion general de la ecuacion diferencial es:
y(x) =Ce" —2(x +1)
Se busca la solucién que pase por el punto (1,1):
1 5
1=Ce —2(1+1)—>C=-

e

12
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La soluciéon particular resulta (vea la Figura 3.3):

y(zr) = iex —2(x+1)

Figura 3.3: Problema geométrico

3.3.2. Problemas de crecimiento/decrecimiento

Cuando se produce cierto alimento, se estima en Ny la cantidad de organismos pre-
sentes en un paquete. Al cabo de 60 dias, el nimero N ha aumentado a 1000 Ny, sin
embargo el ntimero 200 N, es considerado como limite saludable. ;A los cudntos dias
después de elaborado el paquete vence el producto? Vea la Figura 3.4.

La ecuacion diferencial que gobierna los fendmenos de crecimiento en el tiempo es:

dN
— =k N
dt

Siendo k£ una constante de proporcionalidad

13
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1000 N,

200 N

0

o~
-~

Figura 3.4: Crecimiento de bacterias

La resolucion de la ecuacion diferencial se hace mediante variables separables:

dN
— = [ kdt
v/

Integrando:

InN=kt+C

Despejando N:

N = ek t+C _ ekt eC
<~
C

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial planteada es:
N =C eFt

Para resolver el problema, deben determinarse los valores de C' y k, para ello son
necesarias dos condiciones:
» t =0, N = Ny (Cuando se produce el alimento, la cantidad inicial de organismos es
No)
» 1 =60, N =1000 Ny

Se plantea el siguiente sistema de ecuaciones:
Ng = O€k 0
1000 Ny = Cek 60
De donde se obtiene facilmente que C' = Ny. Por otra parte, despejando k:

b In 1000

~ 0.115
60

14
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Por lo tanto, la solucion particular de la ecuacion diferencial resulta:

In 1000 t

N = Nye o
Para responder a la pregunta del problema, se coloca una poblacién de 200 Ny y se despeja
el tiempo:

1n 1000 In 200
200 Ny = N, t =
00 0 o€ 60 —t 601n1000

~ 46.02 dias

3.3.3. Trayectorias Ortogonales

Este problema consiste en encontrar una familia de curvas ortogonales a la familia
dada. Esto significa que en cada punto las tangentes a cada familia deben formar un
angulo de 90° entre ellas.

Esa condicion se logra sabiendo que la relacion entre pendientes de rectas ortogonales
entre si es:

ma m2:—1

Siendo m; las pendientes de las tangentes a la familia dada; y mso las pendientes de las
tangentes a la familia ortogonal.

El ejercicio consiste en encontrar la familia de trayectorias ortogonales a y = 1+Ce*®.

Lo primero que debe hacerse es encontrar la ecuacion diferencial que tiene por solucion
general a la familia dada.

Para ello se deriva la solucién general con respecto a la variable independiente (que

en este caso es x):

y = 4C et

Debe eliminarse la constante de integracion, puesto que una ecuacion diferencial

no puede contener constantes arbitrarias. Para ello, se despeja de la derivada:

/

_ Y
464:r

y se reemplaza en la expresion de la familia de curvas:

y=1+

De esta expresion se despeja y/':
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Aplicando la condicién de ortogonalidad entre pendientes:

;o 1
yJ__ 4y_4
@_ 1
de 4y —4

Lo que resulta en una ecuacion diferencial de variables separables.

(dy — 4)dy = —dx

/(4y —4)dy = /—dx

Integrando:

2y —4dy = —x+ D

Completando cuadrados y operando:

y:bﬂ—g+D+1

se obtiene la solucion general de la ecuacion diferencial, que en este caso corresponde a

la familia ortogonal.

Si se buscan las curvas que pasan por el punto (1,2) (solucién particular):

= Para la familia dada:

1
2=14+Ce'' - C=—
€

La solucion particular de la familia dada resulta:
1 4x
Yy = 1+ ge
= Para la familia ortogonal:

2:ﬁh—;+D+1%D:;

La solucién particular de la familia ortogonal resulta:

Ambas curvas se muestran la Figura 3.5.

16
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90°

1
y:1+ge

Figura 3.5: Trayectorias ortogonales

3.3.4. Tiempo de vaciado de un tanque

Un tanque cilindrico contiene agua hasta una altura de 0.5 m desde el fondo. El
tanque posee un orificio circular ¢ = 0.02 m de didmetro en el fondo. El radio del tanque
vale R = 1 m. La velocidad del agua que sale por el orificio del fondo esta dada por
v = +/2gy, donde g vale 9.81 m/s? y y es la altura del agua sobre el orificio. Averigiie en
cuantos minutos se vacia el tanque.

Tenga en cuenta que la tasa de cambio del volumen de agua es proporcional al area

del orificio y a la velocidad. Considere una constante para orificios circulares k& = 0.6.

X Ldy

Figura 3.6: Vaciado de un tanque con agua

Observando la Figura 3.6 es claro que un diferencial de volumen de agua puede

calcularse como:

dV =nR* dy

17
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Ademas, segtn el enunciado, se cumplia la igualdad:

dVv
— =—kA
dt 0

Siendo A el area del orificio del fondo, cuya expresion es:
2

Aozﬂi

Reemplazando dV y Ag en la ecuacién principal:

dy 2

—km—+/2gy

2
Rdt_ 4

Operando y separando variables:

/\/_ R§¢2\/_dt

Integrando:
¢2
2y = \/29 t+C
La condicién inicial es y(0) = 0.5, lo que arroja C' = /2
Para saber el tiempo en el que se vacia el tanque, debe hacerse y = 0, reemplazar

todos los datos del problema y despejar t:

L 4R?
v k¢2\/§

Con los datos proporcionados, el tiempo de vaciado del tanque resulta:

AR? 4 (1 m)?

kO*/9 0.6 (0.02 m)2,/9.81 m/s?

4. Ecuaciones diferenciales de orden n

ty =

= 5321.3 seg ~ 88 min

Una ecuacién diferencial de orden n puede escribirse en forma implicita como:

F(z,y,y,y",....y") =0

O en forma explicita:

y' = f(x,y, ¢,y oy )

Se denomina soluciéon general de una ecuaciéon diferencial de orden n a la expresion:
y=g(z,C,Cy, ..., Cy)

18
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tal que satisfaga a la ecuacion diferencial cualesquiera sean los valores de las n constantes
arbitrarias.

Si existen condiciones iniciales del tipo:

y(x0) = o
Yy (z0) = Yo
y" (7o) = vy

n—1 _ ,n—1
y" (o) = yo
Las constantes arbitrarias C; pueden ser determinadas, constituyendo de esta manera una

solucion particular de la ecuacion diferencial.
5. Ecuaciones diferenciales lineales de orden n

Si el grado de una ecuaciéon diferencial de orden n es uno, se estard en presencia de

una ecuaciéon diferencial lineal de orden n, la cual tiene como expresién genérica:
dny dnfly dy
a +a + .. +a_1-—+a, y= x
e L g1 . y = Q(z)

con ag # 0 (para evitar puntos singulares de la ecuacién).

Se considerara que los coeficientes que acompanan a las derivadas son constantes y

en particular que ag = 1. Para forzar esto, se dividen ambos miembros por ag, resultando:

dny dn—ly dy
Jon +ta drn—1 + .ot a1 —+a, y = Q(z)

dz
Se define un operador D de la siguiente manera:

d
D— —
dx

Por lo que la ecuacion diferencial puede escribirse como:

D'y+a D" 'y+ .. +a,1 Dy+a,y=Q)
Sacando factor comun a la funcién incégnita y:

(D" +a1 D"+ .+ ayy D+ a,]y = Q)

L(D)

La ecuacion diferencial puede escribirse en forma compacta como:

El operador L(D) es un operador lineal y cumple con las siguientes propiedades:
» L(D)(u+v)=L(D)u+ L(D)v, con uy v funciones de la variable independiente.
» L(D)(C u) =C L(D)u, siendo C' una constante arbitraria.

19
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5.1. Teorema Fundamental para la resolucién de Ecuaciones di-

ferenciales lineales de orden n

Teorema 5.1

Si y = u(x) es una solucion particular de la ecuacion L(D)y = Q(z) y y = v(z) es
solucién general de L(D)y = 0, entonces y = u(x) + v(x) es solucién general de
L(D)y = Q(x).

Demostracion

Por hipétesis, se tiene:

Se debe probar que la suma de u(z) y v(z) es también una solucién general de

la ecuacién no homogénea (o completa):

L(D)(u+v)= L(D)u(x)+ L(D)v(z)
Por ser L(D) un operador lineal
L(D)(u+v)= Q(x)+0

——
Por hipétesis

Finalmente:

L(D)(u+v) = Q(x)

Esto indica que y(z) formada a partir de la suma entre una solucién general homogénea,
v(x) y una particular de la ecuacién completa, u(z), es solucién general de la ecuacién

diferencial completa.

5.2. Solucion General de la Ecuacion Homogénea

Sea la ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n:

dny dn—ly dy
n—1—— ny=20
d:v"jLald:c”*le +a 1dx+a Y

Se plantea la siguiente sustitucion:

Cuya derivada i-ésima es:

Yy =™ coni=1,2,..,n

20
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Reemplazando las derivadas en la ecuacién diferencial:
e +a; r e + 4 a,_ e +a, € =0
Sacando factor comun e™:
e (r” +a ™t ap T an) =0
Se define como ecuacion caracteristica a la expresion:
Mm4a i+ ta, T +a,=0

Dependiendo de las raices de la ecuacion caracteristica se tendran diferentes soluciones
generales para la ecuacion diferencial homogénea.

5.2.1. Raices reales y distintas

Si las raices de la Ecuacién Caracteristica son del tipo:
rLF#ryF# ... F1r, conr; €R
Se ensaya como solucién general de la ecuacién homogénea
v(z) = C1e™" 4 Coe™® + ... + Cpe™”

O escrita en forma compacta:
n
o(@) = 3 Gt
i=1
Para que esto sea valido, las funciones e deben ser linealmente independientes.

Es decir esta expresion:
Che* 4+ Che™ 4+ ...+ Che™* =0

se verifica si y solo si las constantes C; con i = 1, 2,...,n son iguales a cero.
Esta condicion puede comprobarse calculando el determinante de Wronski o Wrons-

kiano, el cual se define a continuacion:

Definicién 5.1

Sean f1, fa, ..., f, un conjunto de n funciones, las cuales son (n — 1) veces derivables,
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el wronskiano W ( f1, fa, ..., fn) estda dado por:
fi f2 E In
dod
W(flafZ?'--afn): dx dx dx
d" D dV d"Vf,
dz(m=1  dpn-1) T gp-1)

Si el Wronskiano es distinto de cero, las funciones f; con ¢ = 1, 2,...,n seran linealmen-
te independientes. Por el contrario, si es igual a cero se estd en presencia de funciones
linealmente dependientes.

Las funciones a analizar en este caso son las

fi — erix
df; -
df = T;e
T coni=1, 2,...,n
-1
A"V ) e
- T’L e’
dx
Por lo tanto, el Wronskiano resulta:
67‘1Z 67‘21‘ ernx 1 1 ... 1
r1x rox TR
re o€ s Tn€ T1 T2 Tn
W = =" %e?", e™m?
#£0
n—1_rix n—1_rox n—1_rpx n—1 n—1 n—1
ry e Ty "€ r, e’ ] Ty (S

det. de Vandermonde

Es decir:
det(V)) = (ry —ra)(r1 — r3).(ry — rn)(ra — 73)e (12 — 7)o (11 — T)

Como todas las raices son reales y distintas ningin término de los paréntesis se anula,
por lo tanto se demuestra que las funciones €™ y sus derivadas hasta el orden (n —1) son
linealmente independientes.

5.2.2. Raices reales y coincidentes

Se hallara la solucién para una ecuacion diferencial de segundo orden con raices reales

coincidentes y luego se generalizara para n raices reales coincidentes. Es evidente que la
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combinacion lineal de soluciones propuesta para el caso anterior no funcionaria aqui ya
que las raices de la ecuacion caracteristica son iguales (y el determinante de Vandermonde
seria igual a cero).

Sea la ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden:

y las raices de la ecuacién caracteristica asociada r; = ry = r = —ay/2. Se plantea una
solucion v = u €, siendo u = u(z) una funcién a determinar.

Se calculan las derivadas de la soluciéon propuesta:

dv du

i %em +ure™

v d*u o 2du oy 2
— = — re’* +ure”
2~ da?” dx

Al ser v = ue™ solucién de la ecuacion diferencial, significa que la satisface:

d2U+ dv + 0— d2u T$+2d Tac+ 2 Ty du T T + rT 0
—+a asv = — — re ur‘e™ 4ay | —e ure asu €’ =
de? " dw 7 dz? dz "\ dr el
& dv
dx? dr
Operando:
d? du
dfz+d—(2r+a1)+u(r +a1r—|—a2) =0
Como r = —ay /2, y por consiguiente ay = a?/4 se tiene:
d? du
dT:u d—(2r+a1)+u<r +a17’+a2) =0
0 0
Por lo tanto:
d2
Pu_
dx?

Para conocer la funcién u = u(x) se integra dos veces con respecto a x:

dudx—/C’l dr — u=Cix + Cy

La solucién general de la ecuacién homogénea con dos raices reales y coincidentes resulta:
v=ue’ = (Ciz+Cy)e™

Puede demostrarse que las soluciones ze™ y €' son linealmente independientes.
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Cuando hay n raices reales coincidentes:
r=ryo=..=r,=71 conr; €R
Se ensaya como solucién general de la ecuacion homogénea
_rx n—1 n—2
v(z)=e (C’nx +Ch2" 4+ Cl)
O escrita en forma compacta:
n
v(z) =™ > Cia'™
i=1
5.2.3. Raices complejas conjugadas

La solucién general de la ecuacién diferencial homogénea en el caso de tener raices
complejas conjugadas, se vera para una ecuacion diferencial de segundo orden.

Si las raices de la Ecuacion Caracteristica son del tipo:
rir=a+biyro=a—0bi conryyry €C

Se ensaya como solucién general de la ecuacion homogénea

v(z) = Cy €%+ Cy e — O elattT 4 ¢y ela=bie
Esto es:
v(z) = O, (eaa:eib:c) L0, (ezwe—bi:c)

Aplicando la férmula de Moivre juntamente con la de Euler se tiene:

e = cos(bx) + isen(br)

e~ = cos(bx) — isen(br)
Reemplazando en la expresion de v(x):

v(x) = Cy {e* [cos(bx) + isen(bx)|} + Cy {€* [cos(bx) — isen(bx)]}

Operando:

v(x) = e | (Cy 4+ Cy) cos(bx) + i (C; — Cq) sen(bx)
[ [ ——
61 C’Z
En definitiva, la solucion general de la ecuacién homogénea para el caso en que las raices

de la ecuacion caracteristica sean complejas conjugadas es:

v(x) = e [C’l cos(bx) + Cy sen(bx)} = " [C cos(bx) + Cysen(bx)]
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5.3. Meétodo de los Coeficientes Indeterminados

Como se vi6 en el Teorema 5.1, para encontrar una solucién general de una ecuacion

diferencial lineal de orden n del tipo:

d”y dn_ly dy
o +ap o +..+ -1 +a, y=Q(x)

era necesario hallar y sumar dos soluciones: una soluciéon general homogénea y otra
particular.
Para encontrar esta ultima se utiliza el Método de los Coeficientes Indetermi-
nados.
Este método se encuentra limitado a las formas que puede llegar a presentar el término
Q(z). Asi, admite cuatro variantes:
» ((x) es un polinomio de grado m
» QQ(z) es una funcién del tipo exponencial.
= (Q(z) es una funcién trigonométrica.
» ()(x) es una combinacién de las anteriores.
Como su nombre lo indica, el método consiste en plantear una solucién particular
de la ecuacion diferencial completa con coeficientes a determinar. La forma de la
solucién dependera de la naturaleza de Q(z). Por ello, se presentan cuatro casos:

5.3.1. Si Q(z) es un polinomio de grado m

Si Q(x) es un polinomio de la forma P(z) = ppa™ + ppm_12™ 1 + ... + p1 + po
Se debe tener en cuenta si el cero (0) es raiz o no de la ecuacion caracteristica. Sir = 0
no es raiz de la ecuacién caracteristica, se ensaya como solucién particular un polinomio

completo y del mismo orden de Q(z) con coeficientes a; con i = 0,1,2,....,m , a

determinar:
W) = apnx™ + Q1™+ arr + ag
Ejemplo 5.1
Py dy
— +4— =3* —z+1
dx? * dx ty +
Las raices de la ecuacion caracteristica son ry = —3.73 y ro = —0.26. En este caso,

el orden de multiplicidad (la cantidad de veces que el cero es raiz de la ecuacién

DO
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caracteristica) es h = 0, pues ninguna de las raices es cero. La solucién particular que

se plantea con coeficientes a determinar es:

u(z) = Az® + Bx* + C2 + D

Si r = 0 es raiz de la ecuacion caracteristica, se ensaya como soluciéon particular un poli-
nomio completo y del mismo orden de ()(x) con coeficientes a; con i =0,1,2,....;m ,
afectado por la variable independiente, elevada a la cantidad de veces que el cero es raiz

(orden de multiplicidad). Si el cero es h veces raiz, la solucién particular a ensayar es:

u(z) = 2" (amxm + ™+ L agr + a0>

Ejemplo 5.2

d?y dy
- 442 =3 - +1
dx? dx
Las raices de la ecuacion caracteristica son r; = —4 y 9 = 0. En este caso, h = 1. La

solucién particular que se plantea con coeficientes a determinar es:

u(z) =x (Aa:3 + Ba? + Cx + D)

5.3.2. Si Q(z) es una funcidén del tipo exponencial

Si Q(z) es una funcién del tipo exponencial de la forma Q(z) = ke®, siendo k una
constante cualquiera.

Se debe tener en cuenta si a es raiz o no de la ecuacién caracteristica.

Si a no es raiz de la ecuacién caracteristica, se ensaya como solucion particular a la

expresion (con A a determinar):

u(z) = Ae™

Ejemplo 5.3

d? d? d
_y — _y — 4_y — 56_4x

dx? dx? dx

Las raices de la ecuacion caracteristica son r; = 4, ro = —1 y r3 = 0. En este caso,
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h = 0. La solucién particular que se plantea con A para determinar es:

u(z) = Ae*”

Si a es h veces raiz de la ecuacion caracteristica, se ensaya como solucién particular a la
expresion (con A a determinar):

u(z) = 2" Ae™®

Ejemplo 5.4

Py Py dy

2352 4= =

dz3 dz? dx
Las raices de la ecuacion caracteristica son 1y = 4, ro = —1 y r3 = 0. En este caso,
h =1, pues el —1 es una vez raiz de la ecuacién caracteristica. La solucion particular

que se plantea con A para determinar es:

u(z) = vAe™”

5.3.3. Si Q(z) es una funcién trigonométrica

Si Q(z) es una funcién trigonométrica de la forma Q(x) = cos(bz), o Q(z) = sen(bx)
Se debe tener en cuenta si +bi es raiz o no de la ecuacion caracteristica.
Si +bi no es raiz de la ecuacion caracteristica, se ensaya como soluciéon particular a

la expresiéon (con Ay B a determinar):

u(z) = Acos(bx) + Bsen(bx)

Ejemplo 5.5

d2
d_xz + 4y = cos(mx)

Las raices de la ecuacion caracteristica son 75 = £2i. En este caso, h = 0. La

solucion particular que se plantea con A y B a determinar es:

u(z) = Acos(rz) + Bsen(nz)

Si +bi es h veces raiz de la ecuacién caracteristica, se ensaya como solucién particular
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a la expresién (con A y B a determinar):

u(z) = 2" [A cos(bx) + Bsen(bz)]

Ejemplo 5.6

d2
d_xg + 4y = cos(2x)

Las raices de la ecuacién caracteristica son r;o = £2i. En este caso, ademas de
coincidir en la parte imaginaria, la parte real del nimero complejo debe ser igual a
cero. Por lo tanto, el orden de multiplicidad es h = 1. La soluciéon particular que se

plantea con A y B a determinar es:

u(z) = x [Acos(2z) + Bsen(2z)]

5.3.4. Si Q(z) es una combinacién de las anteriores

Si Q(x) es una combinacién de las anteriores de la forma Q(z) = €*® [P,,(x) cos(bz) + R, (x) sen(bx)]
donde uno de los polinomios P,,(z) o R,,(x) tienen grado m y el otro no mayor a m:

Se debe tener en cuenta si a £ bi es raiz o no de la ecuacién caracteristica.

Si a 4+ bi no es raiz de la ecuacion caracteristica, se ensaya como solucion particular

a la expresion:

u(z) = " [Py, () cos(bx) + Ry,(x) sen(bx)]

Ejemplo 5.7

d? d 1
d_ag + % + J¥= e * [z cos(z) + 3sen(z)]
Las raices de la ecuacién caracteristica son ryo = —1/2 4 1/2i por lo tanto, h = 0.

La solucion particular que se plantea con coeficientes a determinar es:

w(z) = e " [(Az + B) cos(z) + (Cx + D) sen(x)]

Si a + bi es h veces raiz de la ecuacion caracteristica, se ensaya como solucién particular

a la expresion:

u(z) = ez [P,,(x) cos(bx) + R,,(z)sen(bx)]
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Ejemplo 5.8

d? d
d_a:g; + 2% + 2y = e " [xcos(z) + 3sen(z)]

Las raices de la ecuacién caracteristica son 79 = —1 %+ ¢ por lo tanto, h = 1. La

solucién particular que se plantea con coeficientes a determinar es:

u(x) = xe * [(Azx + B) cos(z) + (Cx + D) sen(z)]

5.4. Aplicacién de Ecuaciones Diferenciales de segundo orden

Se desarrollara un ejercicio de un sistema masa-resorte como el mostrado en la Figu-
ra 5.1. Posteriormente se analizard un sistema masa-resorte-amortiguador. Ambos siste-
mas seran sometidos a distintas excitaciones externas para generar diferentes respuestas

en desplazamientos.

Ol 2(t) | x(t)

Figura 5.2: Diagrama de cuerpo libre

Figura 5.1: Sistema masa-resorte

5.4.1. Vibraciones libres sin amortiguamiento
En este sistema se identifican dos fuerzas (observe la Figura 5.2):
= Fuerza ejercida por el resorte, cuya expresion es:

F.=—kx

s Fuerza de inercia debida a la aceleracién de la masa:

Az

F=—m&e
I= =M

Ambas fuerzas poseen signo negativo porque se ejercen en direccion contraria al movi-

miento.
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La segunda ley de Newton establece la siguiente expresion:

P

;Fi:mdt?

d*x

Multiplicando ambos miembros por —1/m, se obtiene:

d?x N k 0
- —r =
dt2  m

dx
Reemplazando la sustitucién z = e, — = re"' y — = r?¢" en la ecuacién diferencial

dt dt?

k
et <r2+> =0
m

La ecuacion caracteristica es la expresion encerrada entre paréntesis:

y sacando factor comin e™:

P4+ —=0
m

Las raices de la ecuacién caracteristica son imaginarias puras:

| k
7’1,2::‘: %Z

| k
Llamando frecuencia natural wg a la expresion |/ —, la soluciéon general de la Ecuacion
m

Homogénea para este tipo de raices es:

0= 52 s i 21

O:
v(t) = C cos (wot) + Cy sen (wpt)
Como se trata de una ecuaciéon homogénea, se tiene
v(t) = z(t) = Cy cos (wot) + Cy sen (wpt)
Es sencillo verificar que si se adoptan las condiciones iniciales z(0) = o, = 0, los
(0)

valores de las constantes son C] = xy y C5 = 0, resultando como solucién particular:

x(t) = o cos (wot)
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0.01p
0.005 |t
Nk otHIHHIHIHHIHIHH HIHIHHITH A HIAHHHFHATH T B
8
—0.005
Solucién homogénea
— — — Posicién de equilibrio

~0.01 I ! ! ) - T
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t

Figura 5.3: Oscilaciones libres sin amortiguamiento

Para generar esta figura, se adoptaron los siguientes valores:

k = 1000
m = 50
| k
wo = (| — =447
m
z(t =0) =0.01
d
S
dt|,_,

5.4.2. Vibraciones libres con amortiguamiento

Al sistema anterior se le adiciona un amortiguador viscoso, como el mostrado en la
Figura 5.4. Este ejerce una fuerza que es proporcional a la velocidad de la masa y en

sentido contrario al movimiento (vea la Figura 5.5), es decir:
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#_f(ﬂ

Figura ~ 5.4:  Sistema  masa-resorte- Figura 5.5: Diagrama de cuerpo libre

amortiguador

La ecuacion diferencial resultante de aplicar la segunda ley de Newton es:

d?*z dx i 0_>d2x+cdx+k: 0
—-m—— —c— —kxr = —+——+ —x =
dt? dt dt2  mdt m
- y , do w o & 2 rt y
Sustituyendo a la funcién por z = €', i re’ y i r°e" en la ecuacién

diferencial y sacando factor comtin e":

k
ert<r2+£r+_>:
m m

La ecuacién caracteristica es la expresion encerrada entre paréntesis:

k
r2+£7“—|——:0
m o m

c\? k
Dependiendo de la relacion entre (—) y 4— se pueden dar tres casos:
m m

2
C 7z 7 7 . . .
» 1° Caso: (—) > 4wyg. Las raices de la ecuacién caracteristica son reales y distintas:
m

c N (c )2 9
— — ) —w
2m 2m 0

z(t) = v(t) = Cie

Este tipo de sistemas se denominan sobre-amortiguados.
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0.0l
0.005 |
Nk or— =
8
—0.005 |-
Solucién homogénea
— — — Posicién de equilibrio
_0.01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t

Figura 5.6: Oscilaciones libres sobre-amortiguadas

Para generar esta figura, se adoptaron los siguientes valores:

k = 1000
m = 50

Wy = \/E = 4.47
m

¢ =4vkm = 894.42

z(t =0)=0.01
d

S
dt|,_,

2
C d s 7 e . . .

» 2° Caso: <> = 4wp Las rafces de la ecuacién caracteristica son reales y coinci-
m

dentes:

c
r=——-
2m

Al anular la raiz, se obtiene el valor de amortiguamiento critico. Esto es:

c\? k
() = — = Cor = 2VEM
m

2m

Por lo tanto la soluciéon general de la ecuacion homogénea es:
c

——t
U(t) =e 2m (Clt + 02)

Este tipo de sistemas se denominan criticamente amortiguados. El valor de c es el

minimo para evitar oscilaciones en el sistema.
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0.01p
0.005 1
z 0
8
—0.005 |-
Solucién homogénea
— — — Posicién de equilibrio
_0.01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t

Figura 5.7: Oscilaciones libres criticamente amortiguadas

Para generar esta figura, se adoptaron los siguientes valores:

k = 1000
m = 50

WO:“£:4.47

m
c=2vVkm = 447.21

z(t = 0) = 0.01
d

Zo—o
dt|,_,

2
C Ve L Ve . . .
= 32 Caso: <> < 4w Las raices de la ecuacién caracteristica son complejas conju-
m

gadas:

c c \2
one vl (5]
on a me W v

Por lo tanto la solucién general es:

2 ¢ \? 2 ¢ \?
Chcos [ {wg — <2m> t] + Cysen | \|wg — <2m> t

Este tipo de sistemas se denominan sub-amortiguados

2(t) = oft) — ¢ 2m'
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0.01p
0.005
Nk 0ftHH [+
8
—0.005
Solucién homogénea
— — — Posicién de equilibrio
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Figura 5.8: Oscilaciones libres sub-amortiguadas

Para generar esta figura, se adoptaron los siguientes valores:

k = 1000
m = 50
[k
wo =\ — = 4.47
m
c=22
z(t=0) =0.01
d
]
dt|,_,

Un modelo que representa las oscilaciones libres puede verse aqui https://www.
geogebra.org/m/zhnhnswy

5.4.3. Vibraciones forzadas sin amortiguamiento

Si sobre el sistema sin amortiguamiento (vea la Figura 5.9) actia una fuerza cuya
expresion es F'(t) = Fj cos (wyt), siendo Fy la amplitud de la fuerza y wy su frecuencia, el
equilibrio dindmico resulta (vea la Figura 5.10):

d*x d*x

Fo cos (wyt) — Mmoo~ kx =0 — mos + kx = Fjcos (wyt)
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*_ﬁ(t) ilt),

F(t) = Fycos(wyt)

Figura 5.10: Diagrama de cuerpo libre

Figura 5.9: Sistema masa-resorte con fuerza

externa aplicada

Asumiendo la solucién homogénea vibratoria, esto es, que las raices de la ecuacién ca-
racteristica sean imaginarias puras (debido a la ausencia de amortiguamiento). La solucién
homogénea es:

v(t) = C cos (wot) + Cy sen (wpt)

La solucion particular que se ensaya es:

u(t) = Acos (wyst) + Bsen (wyt)

Las derivadas de u(t) con respecto al tiempo resultan:

d

diz = —wsAsen (wst) + wsB cos (wyt)
d2u 2 2

o = —wAcos (wyt) — wyBsen (wyt)

Reemplazando en la ecuaciéon diferencial e igualando los términos que acompanan a las

funciones trigonométricas, se obtienen los valores de A y B:

Fy Fy Iy
m
B=0
La solucion particular es:
Fy

u(t) =

———————cos (wyt)

(wg - wj%) m d

La solucion general completa resulta de sumar las soluciones homogénea y particular:
Fy

(t) = v(t) + u(t) = Cy cos (wot) + Casen (wot) + 7—
<w0 — wf) m

cos (wyt)

Adoptando condiciones iniciales de reposo, esto es:

z(t=0)=0
d
=0
dt|,_,
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Las constantes 'y y Cy resultan:

01:—

Cy=0

Una solucién particular de la completa es:

r(t) = — cos (wot) + cos (w ¢t
(t) (w%—w?)m (wot) (w%_w%)m (f)
E
Sacando factor comun 0 :
(w% - w]%) m
E
o(t) = ——2———[cos (wyt) — cos (wot)]

(w% — wj%) m

Utilizando la siguiente identidad trigonométrica:

cos(x) — cos(y) = —2sen (T) sen (gj ; y)

La solucion particular resulta:

2F —
x(t) — _“0 sen (Mt) sen (wO_'—wft>
(w% — wJ%) m 2 2

Este movimiento es conocido como batido. La respuesta en desplazamientos es una sinu-
soidal de mayor frecuencia, envuelta por otra sinusoide de menor frecuencia.

La ecuacién de las envolventes (de color rojo en la Figura 5.11) es:
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0.015

0.005 ﬂ

—0.005 - ) k
N

_0015 1 1 1 1 1 1 1 1
0

Figura 5.11: Batido

Para generar esta figura, se adoptaron los siguientes valores:

k = 1000

m = 50

wozylﬁz4.47
m

Wf:4

F0:1

z(t=0)=0

d

a@rl o _ o

dt|,_,

45 50

Ahora se vera el caso particular en el que las frecuencias wy y wy son iguales. En base

una vez. Esto implica la siguiente solucién particular:

u(t) = [Acos (wyt) + Bsen (wyst)] t

ecuaciones), se obtiene la expresién de las constantes A y B:

A=0

a esta hipotesis, debe cumplirse wy = wy, por lo que wy es raiz de la ecuacion caracteristica

Siguiendo el mismo procedimiento visto (derivando, armando y resolviendo el sistema de
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Por lo tanto, la solucién particular es:

E
u(t) = szjf sen (wyt)t

La solucion general completa es:

F
z(t) = C cos (wot) + Co sen (wot) + sz}f sen (wyt)t

Es posible verificar que, partiendo del reposo (desplazamiento y velocidad nulos), las
constantes de la ecuacion diferencial son iguales a cero. Es decir: C; =0y Cy = 0. Por lo
que la solucién particular completa es igual a la solucién particular obtenida u(t).

Esta condicién (igualdad de frecuencias y amortiguamiento nulo) se denomina reso-
nancia del sistema. La respuesta en desplazamientos es una sinusoidal, acotada por dos
rectas que cuando el tiempo tiende a infinito, los desplazamientos también.

La ecuacion de las rectas envolventes (de color rojo en la Figura 5.12) es:

x(t) = £ Qmwft
0.15¢
0.1t ((/////
0.05 Fff(nﬂ
=
8
-0.05 Lu\u \u H
0.1+ \\\\\\
_ |
\\
~0.15 : ' ' ' ' ' ' ' ' '
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 5.12: Resonancia

La figura se gener6 con los mismos parametros del batido.

5.4.4. Vibraciones forzadas con amortiguamiento

Si sobre el sistema amortiguado, como el mostrado en la Figura 5.13 actta una fuerza

cuya expresién es F'(t) = Fy cos (wyt), siendo I} la amplitud de la fuerza y wy su frecuencia,
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el equilibrio dindmico es:

d? d
Fy cos (wyt) — md—:; - Cd_a; —kx =20

Lo que conduce a la siguiente ecuacion diferencial lineal de segundo orden:

d? d
md—ta; + cd—j + kx = Fy cos (wyt)

0

| x(t)

F(t) = Fycos(wyt)

Figura  5.13:  Sistema  masa-Tesorte- Figura 5.14: Diagrama de cuerpo libre

amortiguador con fuerza externa aplicada

La solucion particular que se ensaya es:
u(t) = Acos (wst) + Bsen (wyt)

Los coeficientes indeterminados A y B se obtienen de resolver el sistema de ecuaciones:

cwa—l-(k;—me%)A:Fo
(k—mw]%)B—cwa:O

wr
F 2
A==0 0 5
k 2 ¢ w
() e
Wi km wo
C Wf

1
Fy Wl
u(t) = - ; 0 T cos(wyt)+
121 “f
(-5) )
C Wf
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La solucién general completa se obtiene sumando la solucién general homogénea y la

particular:
_775 9 C 2 5 c 2
z(t) =ov(t) +ult)=e 2m |Ccos | ||ws — <> t] 4+ Cysen | |wy — <> ]+
2m 2m
_ Y ¢ wy
FO wg FU AV km Wo

5 sen(wyt)

2\ 2
S R A N Y,
wd vV km wo
Adoptando condiciones iniciales de reposo, los valores de C; y (5 resultan:
Fy

Cl - —?A

La respuesta completa se muestra en la Figura 5.15. Nétese como la solucion homogénea
(transitoria) va desapareciendo a medida que transcurre el tiempo hasta quedar finalmente

la solucién particular (se dice que el sistema entrd en régimen).

0.01

0.005 {17

-0.005F |
Solucién completa
— — — Solucién particular
_001 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 5.15: Soluciéon completa
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Para generar esta figura, se adoptaron los siguientes valores:

k = 1000
m = 50
[ k
Wy = — =447
m
wle
F0:5
c=22
z(t=0)=0
d
S
dtt:O

6. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Hasta ahora se ha resuelto solo una ecuacion diferencial. Sin embargo, muchas apli-
caciones fisicas requieren de mas de una ecuacion para describir un fenémeno, es decir
emplear dos o méas variables dependientes siendo cada una funcién de una misma va-
riable independiente (por lo general el tiempo).

Estos problemas conducen a plantear un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias. En general, a la variable independiente se la designara con t y las dependientes con
xz, Yy, z, etc.

Un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias tiene la forma:

flt,,y, 2 y) =0
g(t,z,y,2',y) =0
La solucién consiste en encontrar las funciones z(t) y y(t) que lo satisfacen en algtin
intervalo de ¢.
Los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones algebraicas son perfectamente

aplicables a este tipo de sistemas:

= Método de eliminacién

= Método de igualacién

= Regla de Cramer

A modo de ejemplo, se resolvera el siguiente sistema aplicando la regla de Cramer:

d

—x:3m+5y—et, con z(0) =1
dt

d

d—‘z:az—y—et, con y(0) =0
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Se sustituye a las derivadas por el operador D = %:

(D —3)z — 5y = —¢'

—z+ (D+ 1)y = —¢

Aplicando la regla de Cramer para despejar z(t):

—et =5
—et (D+1
- (D+1)
(D —3) -5
-1 (D+1)
Si se quisiera calcular y(t):
(D—-3) —¢
-1 =€
y(t) =
(D —3) -5
-1 (D+1)
Siguiendo con x(t):
—et =5
oy = @D (D4 et s
(D - 3) _s (D=3)(D+1)-5
-1 (D+1)
—(D + 1)et — 5et —Tet

=D 3D+ -5 D' -2D-3%

(D? - 2D - 8) x(t) = —7¢'

Esto es:

A partir de aqui, se resuelve como una ecuacién diferencial lineal de orden n.

La ecuacién caracteristica es:
2 _
r —2r—8=0

Cuyas raices son r; =4y rog = —2
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La solucion general de la homogénea es:
Ty (t) = 01€4t + 026_2t

Como Q(t) es una funcién de tipo exponencial, la solucién particular que se ensaya

es (1 no es raiz de la ecuacién caracteristica):

7, (t) = Aé'

Las derivadas son iguales a dx,/dt = d?z,/dt* = Ae'. Reemplazando en la expresion de

la ecuacion diferencial:

Aet — 2Ae! — 8Aet = —T7¢!

—9A:—7—>A:;

De aqui se obtiene:
7

T, = —€'

9

La solucion general de la ecuacion completa se obtiene de la suma entre x, y x,:

x(t) = 01€4t + C’ge*% + ;Gt
—_—————

o (t) )

Volviendo al sistema:

d

—d'f =3z +5y—e¢, z(0)=1
d

fd‘zzx—y—et, y(0) =0

Se despeja y(t) de la primera ecuacion:

d
d—i:3x+5y—et—>y(t):

o] =
/N
QU
2|5
+
Cb@h
|
w
53
~_—

Las expresiones de x(t) y dz/dt resultan:
4t —2t 7 t
l’(t) = 016 + 026 + §6

dx 7
—AC. M _ 9 -2t Ut
o Cie Coe™ " + 96

Reemplazando en la expresion de y(t):

1 (dx
y(t)—5<dt—i—e —3x>
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Es decir:

4 2 7 t3 7
y(t) = gCle‘“ — gCge*Qt + get + % —= (Cle‘“ + Che 2t 4 et)]

Operando algebraicamente:

1 1
y(t) = 501€4t — Coe™? — §et

En resumen:

z(t) = Cre* + Che™ + get

1 1
)= =-C 4t_Cv -2t~ t
y(t) 5 e he 96

Resta determinar las constantes C; y Cs. Para ello se emplean las condiciones iniciales

z(0) =1y y(0) =0:

7 7
z(t) = Cre® + Coe ™ + §et =+ 1=C1+0C+ ¢

1 1 1 1
y(t) = 50164t — Coe™ — get — 0= 501 —Cy— =

9
Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

7
Ci+Ci+—-=1
1 9
S0 —Cy—==0
57129

Resolviendo el sistema de ecuaciones por cualquier método visto, los valores de las cons-
tantes resultan:

)
01—1—8
1
Cy T

Con lo que se obtienen las soluciones particulares que satisfacen el sistemas:

o 5 4t 1 —2t 7t
x(t) = 186 186 +9e

1 1 1
t) = — 4t o2t ot
y(t) = g€ + 3¢ 9¢

En la Figura 6.1 se muestran ambas soluciones.
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x(t)

y(t)

Figura 6.1: Solucién del sistema de ecuaciones

6.1. Modelado y simulaciéon de un sistema de tanques

Considere dos tanques de agua, T} y T», conectados en serie como los que se mues-
tran en la Figura 6.2. Se sabe que la variacién del volumen de agua en cada tanque es
directamente proporcional a la diferencia entre el caudal de entrada y el de salida en cada
tanque (qo, ¢1 ¥ ¢2), segun corresponda. Ademads, los caudales de salida de cada tanque son
directamente proporcionales a la altura de agua (h; y hs) e inversamente proporcionales
a la resistencia ejercida por cada valvula (R; y Ry). Considere que el area transversal
de cada tanque es constante e igual a A; y As, respectivamente. Encuentre y resuelva el

sistema de ecuaciones diferenciales que modele este problema.

qo0

}
sl 7224

hl Rl
q1

_N_L

o anl ) 4,

h2 R2

q2

15

Figura 6.2: Sistema de tanques

Para modelar el sistema anterior se deben tener en cuenta las siguientes ecuaciones:
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hi(t) = Riqo [1 - e(—t/(AlRl))}

O S

Sabiendo que las areas A; y A, vienen dadas por:

2
Ay =73
2
Ay = 7715

Cabe destacar que los caudales ¢; v g2 pueden expresarse de la siguiente manera:

Q= hi/R

q2 = hy / Ry
Finalmente, ingresando las ecuaciones referidas a los niveles de agua en funcién del
tiempo (hy y hs) y las correspondientes a las dreas de los tanques en GeoGebra, y fijando

los valores ry = 1.5, 1, =14, qo =4, Ry =1y Ry = 2 se obtiene:

rM=14
1 ® 2=1.4
*
R1=1
14 @ R2=2
*
12 £ 3
t=0
° +H
* ———
Ry /] he
8
] I
=
.
——— ]
2
Tﬂ
s] 2

(=Jbe(+] (=Jbe(+]

Figura 6.3: Sistema de dos tanques conectados en serie
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