Calculo Il - Analisis Matematico Il — Jueves 9/6. Ejercicios: 14-m, 15-a, 15-b, aplicacién de
segundo orden

14. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales por el método de los coeficientes
indeterminados e indique las soluciones general y particular segun sea el caso.

m.y" +y" —6y' =3e ¥ —x ; y(0)=0 ;o Y0 =y"(0)=1

y(x) = v(x) +u(x)
SGC SGH SPC

Ecuacion caracteristica: 73 +712 —6r=0 - 7r(@?+r—6)=0

Raices:r; =0 ; =2 ; r3y=-3 — Realesydistintas

Solucidon general de la ED homogénea:

v(x) = C1e% + (e + C3e73% = () + C,e?* + Cze73*

Determinemos u(x) — Q(x) = 3e~2* — x ; combinacién de exponencial con polinémica
Luego, la solucion particular de la ED completa, con coeficientes a determinar es:
u(x) = Ae™?* + x(Bx + D) = Ae™?* + Bx? + Dx

Entonces,

u'(x) = —24e % + 2Bx + D

u''(x) = 44e™** + 2B

u'"(x) = —84e™%*

Por lo tanto,

—84e % + 4Ae™?* + 2B — 6(—24e™** + 2Bx + D) = 3e™ ¥ —x
—8A+4A+12A=3 - 84=3 -> A=-
—12B =-1 - B
I 1
kZB—6D=0 - ZE_6D:0 - D =1/36

u(x) = Ee'zx + —x? +ix
8 12 36

La solucién general de la ED completa es

3 1 1
X)=Cy +Cre® +Cre ¥ +—e 2+ —x> +—x
y( ) 1 2 3 3 12 36




Aplicamos las condiciones iniciales para determinar una solucién particular,

3
y'(x) = 2C,e?* —3C3e73* — 2§e‘2x + 2ix +i
2 3 8 127 " 36

r( _ 2x _ —3x_§ —-2x 1 i
y'(x) = 2C,e 3Cze 2 +—-x+

6 36
"0 =1 '(0) = 2¢, - 3C o2 -30, -2y I
= - = — —_— —_—= — —_——_—=
y y 2 372736 2 3718 un
3 1
y"(x) = 4C,e?* + 9Cze73% + Ee_zx +2
" " 3 1 5
yV'x)=1 - y(x)=4Cz+9C3+§+g=4Cz+9(33+§=1 (1D
Entonces,
3
C1+C2+C3 +§:0
13 c 37 c 9
— —_——_——= b d = —- — . = —
2C2 3C3 18 1 3 135 ) 2 20 ) 1
5
Luego, una solucidn particular de la ED completa es,
119 9 37 3 1 1
yx) = ——+—e ——e ¥t + —x? + —x
216 20 135 8 12 36

15. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Indique las
variables independiente y dependiente. Clasifique el tipo de solucion obtenida.

dx

E=2x+y
a. @y _
ac X7
dx ) _ 0
ac XY= R {(D—Z)x—y:O
4x+D+1)y=0

4+dy+ =0
SIPTRIS

De la primera ecuacion del sistema anterior, se tiene que
y=(D-2)x
Sustituyendo en la segunda ecuacion del sistema,

4x+D+1)D—-2)x=0 > 4x+D?-2D+D-2)x=0 -



4x+(D?*-D—-2)x=0 - ((D?-D-2+4)x=0 > ([D?-D+2)x=0

Resolvemos la ultima EDO, para encontrar x(t)
Ecuacién caracteristica: 72 —r + 2 = 0

V7.
—i
2

, 1 . .
Raices: ry , = 3 + — Complejas conjugadas

Soluciéon general de la ED homogénea:

v(t) = e%t <61 cos <g t) + C, sin <g t))
Luego,
x(t) =v(t) = e%t <C1 cos <g t) + C, sin <g t))

Ahora busquemos y(t), reemplazando x(t) en y = (D —2)x

y(t) = (D —2)-x(t) = x'(t) — 2x(t)
0 =36t (cueos (o) coom (20) ) (- Lersn (Fe) + Lo (L)

Entonces, y(t) = %eét (61 cos (‘/; t) + C, sin (\/7 t)) +edt (— Y7 ¢, sin (‘/7 t) +
)

2 2 2
ﬁCZ cos (\/7 t)) - Ze%t (C1 cos (g t) + C, sin (g t)

2 2

1. V7 V7 \ L (1. V7 V7 \ 1
y(t) = (Ecl + 7C2 - 2(,‘1> cos (7t> ez + (ECZ - 7C1 - 2C2>sin <7t> e

(3 V7 V7 \ 1, 3 N7\ (VT
y(©) = <—561+7Cz)cos<7t)e2 +<—§C2—761)sm <7t)ez

%:3x+5y—et ;o x(0)=1
b.
W _ ot : _
dt_x y e ’ }’(0)—1
dx .
E—Sx—Sy——e {(D_3)x—5y=—et
d - D+ 1)y =—et
_x_|_d_}t)+y=_et x+( + )y e

Aplicando Cramer, determinemos x(t)



—et -5

o = |_et D+1| _(D+1)(—e")—5e*  —ef—ef-5e"  —7et

x _|D—3 5| (0-3)(P+1)-5 D2+D-3D-3-5 D2-2D-8
-1 D+1

(D? —2D —8)-x = —7et

Resolvamos la EDO anterior,

Ecuacién caracteristica: 72 — 2r — 8 = 0

Raices:r;y, =4 ; 1, =-—2 — Realesydistintas
Solucidn general de la ED homogénea:

v(t) = Cre*t + Ce™?t

Determinemos u(t) — Q(t) = —7e' ; exponencial.
Luego, la solucion particular de la ED completa, con coeficientes a determinar es:
u(t) = Aet

Entonces,

u'(t) = Aet

u''(t) = Aet

Por lo tanto,
7
Aet —2A4et — 84et = —7¢! - —94et=-7¢! -5 —-94A=-7 - A= 5

Luego,

7
x(t) = v(t) + u(t) = Cie* + Ce™%t +§et

Ahora busquemos y(t), reemplazando x(t) en el sistema de EDOs,

dx 7
i 4C e — 2C,e7 % + Eet

dx . ny: . .
Reemplazando Zyxen la primera ecuacion del sistema se tiene,

dx3 )= ot
1t x—5y=—e

7 7
4Ce* — 20,7 + aet -3 (Cle‘” + Cre™ %t + aet) —5y+et=0

5 5
C,e*t —5C,e % —§et =5y - y()= (Cle‘“ —5C,e™%t —§et) : 5

1 1
y(t) = §C1€4t — Cye?t —aet




Hemos hallado las soluciones generales del sistema, ahora aplicaremos las condiciones
iniciales para hallar una solucion particular.

7
x(0)=1 - x(0)=Cl+Cz+§=1

1 1
y0=0 - y0)=-¢G-C-5=1
5 9
Por lo tanto,
7 2
C1+Cz+§=1 Cl+C2:§ 8 10
1 1 AR E! 10w - G5 i G=3g
gCl—C2—§=1 EC]‘_Cz:?
Entonces, una solucién particular del sistema de EDOs es
10 7
x(t) = ?e‘” ae'Zt +§et
1 10 8 1 2 8 1
y(t) zg? o4t _<_§)e_2t_§et =2 o4t +9e—2t__et

17. (Nuevo, no estd en la guia prdctica) Dado el siguiente sistema, determine el
desplazamiento de la masa cuando han transcurrido 5 segundos. Considere k=1000; xo=1
(desplazamiento inicial); Fo = 10; m = 50; wf= 2.

+__f(f)

Equilibrio dindmico, mx"' + kx = Fycos(wf -t) - x" + %x = %cos(wf - t)

- , k
Solucién general de la ED homogénea, mx"' + kx =0 - x" + —X= 0

., . k , ’k .
Ecuacién caracteristica, > + —= 0 — Raices,r == —i

’k :
Llamando wy = . se tiene

v(t) = C; cos(wy - t) + C, sin(wy - t)



Ahora determinemos la solucion particular de la ED completa, para ello wy # wf. Por lo tanto,
u(t) = Acos(wf - t) + Bsin(wf - t)

u'(t) = —wf - Asin(wf - t) + wf - Bcos(wf - t)

u”’(t) = —wf?-Acos(wf - t) —wf? - Bsin(wf - t)

Reemplazando en la EDO completa, se tiene que
.k Fy
x"+—x=—cos(wf-t) -
m m
. i Fy
—wf? - Acos(wf - t) —wf? - Bsin(wf - t) + wi(A cos(wf - t) + Bsin(wf - t)) = Ecos(wf ‘1)

F,
—wfZ A+ wid == F
wf w§ 0

> A=——2 . B=0
2 _ 2 ’
~wf?-B+wiB =0 m(wy —wf*)

Entonces, la solucidn general de la ED completa es

x(t) = Cy cos(wg - t) + C, sin(wg - t) + cos(wf - t)

Fy
m(w? — wf?)

Siconsideramos x(0) =x, — x'(0)=0

x(0)=xy - x(0) =C;cos(wy-0)+ C,sin(wg-0) + cos(wf - 0) = x,

Fy
m(w§ — wf?)
Fo Fo

0)=C+—sr’ = [P —
O =Gromi—wn = T AT e

F
x'(0) = —wy - Cy sin(wy * 0) + wy - C, cos(wg - 0) — wf . sin(wf -0) =0
m

W —wf?)
x'(0)=W0'C2=0 d 62:0
Luego, una solucidn particular de la ED completa es

Fy Fo
x(t) = <x0 - W) cos(wg - t) + Tn(WZ—_WfZ)COS(Wf 1)

0

Por lo tanto, el desplazamiento de la masa cuando han transcurrido 5 segundos es,

o= (1 10 1000 c 10 9.5
x(5) = " oo (1000 (1000_22) cos| |—=5 +50 (1000_22)cos( )
50 50

x(5) = —0.93



