
Cálculo II – Análisis Matemático II – Martes 17/5 – Ejercicios 11-c y 13-d. 

11. Calcule el flujo de los campos siguientes, a través de las superficies indicadas. 

c. 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = [𝑦 0 𝑧ଶ]், siendo 𝑆 el sólido limitado por 𝑧ଶ = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ ; 𝑧 = 2 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ      
y     𝑧 > 0  . 

Tenemos que 𝑧ଶ = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ   y   𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 2 − 𝑧, entonces 𝑧ଶ = 2 − 𝑧. 

Luego, 𝑧ଶ + 𝑧 − 2 = 0     →      𝑧ଵ = 1   ;    𝑧ଶ = −2. Por lo tanto, la intersección entre el cono y el 
paraboloide se da en el plano 𝑧 = 1 (ya que 𝑧 > 0). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Flujo del campo 𝑭, Φ = ∬ 𝑭் ∙ 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

. 

Como 𝑆 es una superficie cerrada y se verifican las otras hipótesis del teorema de Gauss, 
entonces se hará uso del mismo para calcular el flujo del campo vectorial dado. 

Φ = ඵ 𝑭் ∙ 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

= ම 𝑑𝑖𝑣(𝑭) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧
ோ

 

Hacemos cambio de coordenadas cartesianas a cilíndricas, 

൝
𝑥 = 𝜌 cos 𝜃
𝑦 = 𝜌 sin 𝜃

𝑧 = 𝑧
            →          0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋     ;      0 ≤ 𝜌 ≤ 1     ;      𝜌 ≤ 𝑧 ≤ 2 − 𝜌ଶ 

Jacobiano: 𝐽 = 𝜌 

Además, la divergencia del campo es 𝑑𝑖𝑣(𝑭) = 𝑃௫ + 𝑄௬ + 𝑅௭ = 0 + 0 + 2𝑧 = 2𝑧. 

Φ = න න න 2𝑧𝜌 𝑑𝑧 𝑑𝜌 𝑑𝜃
ଶିఘమ

ఘ

ଵ

଴

ଶగ

଴

 

Φ = න න 𝑧ଶ𝜌|ఘ
ଶିఘమ

 𝑑𝜌 𝑑𝜃
ଵ

଴

ଶగ

଴

 

Φ = න න ((2 − 𝜌ଶ)ଶ𝜌 − 𝜌ଷ) 𝑑𝜌 𝑑𝜃
ଵ

଴

ଶగ

଴

 

Φ = න න (4𝜌 − 4𝜌ଷ + 𝜌ହ − 𝜌ଷ) 𝑑𝜌 𝑑𝜃
ଵ

଴

ଶగ

଴

 

Proyección en xy 
(z = 1) 



Φ = න න (4𝜌 − 5𝜌ଷ + 𝜌ହ) 𝑑𝜌 𝑑𝜃
ଵ

଴

ଶగ

଴

 

Φ = න ቆ2𝜌ଶ −
5

4
𝜌ସ +

𝜌଺

6
ቇቤ

଴

ଵ

 𝑑𝜃
ଶగ

଴

 

Φ =
11

12
𝜃ฬ

଴

ଶగ

 

Φ =
11

6
𝜋 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

13.  Aplique el teorema de Stokes en forma conveniente. 

d. 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ቈ
𝑥𝑦
𝑦𝑧
𝑥𝑧

቉, a través de la superficie 𝑆: 𝑧 = 1 − 𝑥ଶ, con 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 y 𝑧 > 0. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

𝑧 = 0     →        0 = 1 − 𝑥ଶ           →          𝑥ଶ = 1        →         𝑥 = ±1  

Como la superficie está abierta en la base y se cumplen las otras hipótesis del teorema de 
Stokes, hacemos uso del mismo para calcular el flujo del rotor del campo vectorial dado. 

Φ௥௢௧ = ඵ (𝛁 × 𝑭)்

ௌ

∙ 𝒏 𝑑𝑆 = ර 𝑭் ∙ 𝒅𝒓
஼

  

 

  

 

 

 

Parametrizamos las cuatro curvas anteriores, 

𝒓𝟏(𝑡) = ቎

−1 + 𝑡(−1 + 1)
0 + 𝑡(1 − 0)
0 + 𝑡(0 − 0)

቏ = ൥
−1
𝑡
0

൩   ;   0 ≤ 𝑡 ≤ 1            →               𝒓𝟏
ᇱ (𝑡) = ൥

0
1
0

൩    

Proyección en xy 
(z = 0) 

C1 

C2 

C3 

C4 



𝒓𝟐(𝑡) = ቎

−1 + 𝑡(1 + 1)
1 + 𝑡(1 − 1)
0 + 𝑡(0 − 0)

቏ = ൥
−1 + 2𝑡

1
0

൩ ;   0 ≤ 𝑡 ≤ 1            →               𝒓𝟐
ᇱ (𝑡) = ൥

2
0
0

൩ 

𝒓𝟑(𝑡) = ቎

1 + 𝑡(1 − 1)

1 + 𝑡(0 − 1)
0 + 𝑡(0 − 0)

቏ = ൥
1

1 − 𝑡
0

൩ ;   0 ≤ 𝑡 ≤ 1            →               𝒓𝟑
ᇱ (𝑡) = ൥

0
−1
0

൩ 

𝒓𝟒(𝑡) = ቎

1 + 𝑡(−1 − 1)

0 + 𝑡(0 − 0)
0 + 𝑡(0 − 0)

቏ = ൥
1 − 2𝑡

0
0

൩ ;   0 ≤ 𝑡 ≤ 1            →               𝒓𝟒
ᇱ (𝑡) = ൥

−2
0
0

൩ 

Entonces, 

න 𝑭் ∙ 𝒅𝒓𝟏
஼భ

= න [−𝑡 0 0] ∙ ൥
0
1
0

൩  𝑑𝑡
ଵ

଴

= 0 

න 𝑭் ∙ 𝒅𝒓𝟐
஼మ

= න [−1 + 2𝑡 0 0] ∙ ൥
2
0
0

൩  𝑑𝑡
ଵ

଴

 

                       = න (−2 + 4𝑡) 𝑑𝑡
ଵ

଴

 

                       = (−2𝑡 + 2𝑡ଶ)|଴
ଵ 

                       = 0 

න 𝑭் ∙ 𝒅𝒓𝟑
஼య

= න [1−𝑡 0 0] ∙ ൥−
0
1
0

൩  𝑑𝑡
ଵ

଴

= 0 

න 𝑭் ∙ 𝒅𝒓𝟒
஼ర

= න [0 0 0] ∙ ൥
−2
0
0

൩  𝑑𝑡
ଵ

଴

= 0 

Φ௥௢௧ = ර 𝑭் ∙ 𝒅𝒓
஼

= න 𝑭் ∙ 𝒅𝒓𝟏
஼భ

+ න 𝑭் ∙ 𝒅𝒓𝟐
஼మ

+ න 𝑭் ∙ 𝒅𝒓𝟑
஼య

+ න 𝑭் ∙ 𝒅𝒓𝟒
஼ర

= 0 

 


