Calculo Il — Analisis Matematico Il — Viernes 6/5 — Ejercicios 6-c ; 3-b ; 9 ;
10;12; 15-c

6. Calcule las integrales de linea conrespecto a la longitud de arco dadas a

continuacion

c. La base de un vallado circular de 10 m de radio puede describirse en
forma paramétrica como r(t) = [10cost 10sint]”. La altura del vallado
en un punto genérico (x,y) esta dada por la funcion h(x,y) =4+

0.01(x? — y?) (Ver gréfica)

'l
hiz.y) = 44 0.01(x?* - y*)
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Suponga que un litro de pintura alcanza para pintar 10 m? de vallado. ;Cuéantos
litros de pintura haran falta para pintar ambos lados del vallado?
Solucion.
r(t) =[10cost 10sint]” - r'(t) = [-10sint 10cost]’, 0 <t <2m
Ademas, altura: h(x,y) = 4 + 0.01(x? — y?).
Entonces, h(r(t)) = 4 + 0.01((10 cos t)? — (10 sin t)?)

h(r(¢)) = 4 + 0.01(100 cos? t — 100 sin? t)

h(r(t)) = 4 + (cos? t — sin? t)

Calculemos ahora la superficie del vallado,

J h(r(0))ds = J h(r(®) - Ir'(©)ldt
Cc C



2T
f h(r(0))ds = f [4 + (cos?t —sin? t)] - /(—10sin t)2 + (10 cos t)? dt
c 0

2
= J [4 + (cos? t —sin®t)] - /100 sin? ¢t 4+ 100 cos? ¢ dt
0
21
= f [4 + (cos?t — sin? t)] - V100+/sin? t + cos? t dt
0
21
= f [4 + (cos?t — sin? t)] - 10dt
0
21
= 10[ [4 + (cos?t —sin? t)]dt
0
21
= 10[ [4 + (1 —sin? t — sin? t)]dt
0
21
= 10[ [4 + (1 —2sin?t)]dt
0

21
= 10[ (5 — 2sin? t)dt
0

2 1 — cos(2t)
= 10[ (5 - 2—) dt
0 2

2T
= 1of (5 — (1 — cos(2t)))dt
0

21
= 10f (4 + cos(2t))dt
0

sin(2t)> 21

=10 <4t
* 2

0

=10 (8n + Sin(;n))

f h(r(t))ds = 80m
c

Por lo tanto, todo el vallado tiene una superficie de 80mr m2.



Por otro lado,
10 m2 1 litro de pintura
801 m2 8m litros de pintura

Para pintar ambos lados del vallado hacen falta 16w = 50.26 litros de pintura.

3. Calcule las integrales de linea de los siguientes campos:

b. F(x,y,z) =[x yz zx—xY]T a lo largo del segmento de recta de
extremos (0,0,0) y (1,2,2).

Solucion.

f F-dr:ftzF(r(t))T-r’(t)dt
C t

1

0+t(1-0) ¢ 1
r)=(0+t(2-0) =[2t] , ost<1 - r’(t)=[2]
0+t(2-0) 2t 2
r 1
F(r(®) -r@®) =1[t 4t? 21:2—21:2]-[2 =t + 8t?
2
1 2 1
[orore om0 -2

9. Dado el campo F(x,y) =[x y + 2],
a. Calcule la integral del campo F, a lo largo de:
1. C:y = x desde (0,0) hasta (1,1).
2. C:x = y3 desde (0,0) hasta (1,1).
3.C:(x —1)?> + y?2 = 1 desde (0,0) hasta (1,1).

b. ;EXxistira otra trayectoria a lo largo de la cual la integral anterior valga

igual?



Solucion.

a. 1.

f F-dr:ftzF(r(t))T-r’(t)dt
Cc t1

r(t) = [E] , 0<t<1 - ¥ (t) = [ﬂ

F(r@) -7 (@® =t t+2]'[ﬂ=t+t+2=2t+2

1
f F-dr:f (2t + 2)dt = (> + 20)[4 = 3
c 0

b

il 0 1

t, r
J F'dT=J F(r(t)) -r'(t)dt
Cc t

1

ro=[]. ostst - ro=[Y

F(T(t))T'r’(t) = [¢3 t+2]-[3§2] =3t +t+2=3t+t+2

1
=3
0

1 6 t2
f F-dr:f (3t5+t+2)dt:(—+—+2t>
c 0 2 2



J F-dr=J Fr) - (0t
c ty

_ [cost+1 T o r—sint
r(t)_[sent]’ mStso o r(t)_[cost]
F(T(t))T r'(t) =[cost+1 sent+2]- [—C(S;isntt]

= (cost + 1)(—sint) + (sint + 2) cost

= —sint+ 2cost

I

s
(—sint + 2 cost)dt = (cost + 2sint)|2 =3

fCF-dr:fn

b. Si, cualquiera que se considere desde (0,0) hasta (1,1).

10. Aplicando teoremas, calcule [ ((01;)1)) F-dr,conF(x,y) =[x y+2]".

Compare los resultados obtenidos en el punto anterior. ;Qué concluye?

oP
P(x,y) =x - — =0
dy P,=Q, = Fes
90 conservativo
Qlx,y)=y+2 - Frial

Como F es conservativo, entonces admite funcién potencial,

x y
¢ =LP(x,b)dx+fb Q(x,y)dy

¢ = faxxdx +be(y+2)dy



x? Y

=7

X yz
+ (— + 2y>
2
a b

x2 aZ yZ b2
¢=7—7+<7+2y>—(7+2b>

XZ y2
== +=—+2y+C
="+ +2y+

Luego, por el segundo teorema fundamental del calculo integral,

D g g = _ B (4%, -
[ Frdr=9$(1,1) = ¢00) =T +-+2+C—(T+5+2:0+C) =3.

e*cosy+yz
12. Dado el campo F(x,y,z) = [xz — e*siny |, determine si es conservativo.
xy

Halle la funcién potencial, en caso de existir.
Solucién.

Tenemos que P(x,y,z) =e*cosy+yz ; Q(x,y,z) =xz—e*siny ;

R(x,y,z) = xy.
. . . . 0P _0Q 9P _OR  OR _ 0Q
F es conservativo si y solo si 5 —ax 0 - o 9o
P _ L xg
9y e*siny +z
— =z —e*sin
Ox Y
9P _
az_y
OR P, = Ry
g—y
OR

ay "

aQ Ry:QZ
_:x

0z

Por lo tanto, F es conservativo.

Hallemos su funcion potencial,

b= f;P(x, b,c)dx + fbyQ(x,y, o)dy + fCZR(x,y,z)dz
X y z

¢ = f (e*cosb + bc)dx + J (xc —e*siny)dy + f xydz
a b c

¢ = (e*cosb + bex)|E + (xcy + e* cosy)li,’ + xyz|Z



¢ =e*cosb+ bcx — (e®cos b+ bca) + xcy + e* cosy — (xcb + e* cos b) + xyz — xyc

—e%sb+%—e cosb — bca+%+e cosy /—eﬁb+xyz—%

¢ =e*cosy+xyz+C

15. Calcule las integrales curvilineas aplicando el teorema de Green.
c. §. (x* +2y)dx + (4x —3y*)dy y C;z— +2 =1

Como la curva C es una elipse que encierra una region R, entonces se verifican

las hipotesis del teorema de Green. Por lo tanto,

iFT dr—jg (x3 + 2y)dx + (4x — 3y?)dy = ﬂ a—Q—g—i)dxdy

Por tratarse de una elipse, hacemos cambio de coordenadas cartesianas a

coordendas polares generalizadas,

{x:apcose 0<6<2m
y = bpsin@ 0<p<=<1

Jacobiano: | = abp

Ademas, (52 - —) dxdy = (4 — 2)abpdpdf = 2abpdpdf

Luego,
0 apP
3€ FT . dr—ﬂ —Q—— dxdy
2 1
=f fZabpdpdG
o Jo
2 1
=2abf fpdpd@
o Jo
2r 21
=2abf 21 ae
0o 2
0

277.’1
= 2ab —do
afo ;



1 21

= 2ab-0
ab .

= 2abm



