
Cálculo II – Análisis Matemático II – Viernes 6/5 – Ejercicios 6-c ; 3-b ; 9 ; 

10 ; 12 ; 15-c 

6. Calcule las integrales de línea conrespecto a la longitud de arco dadas a 

continuación 

c. La base de un vallado circular de 10 m de radio puede describirse en 

forma paramétrica como 𝒓(𝑡) = [10 cos 𝑡 10 sin 𝑡]். La altura del vallado 

en un punto genérico (𝑥, 𝑦) está dada por la función ℎ(𝑥, 𝑦) = 4 +

0.01(𝑥ଶ − 𝑦ଶ) (Ver gráfica) 

 

 

 

 

 

 

 

Suponga que un litro de pintura alcanza para pintar 10 m2 de vallado. ¿Cuántos 

litros de pintura harán falta para pintar ambos lados del vallado? 

Solución.  

𝒓(𝑡) = [10 cos 𝑡 10 sin 𝑡]்         →         𝒓ᇱ(𝑡) = [−10 sin 𝑡 10 cos 𝑡]் ,   0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋    

Además, altura: ℎ(𝑥, 𝑦) = 4 + 0.01(𝑥ଶ − 𝑦ଶ). 

Entonces, ℎ൫𝒓(𝑡)൯ = 4 + 0.01((10 cos 𝑡)ଶ − (10 sin 𝑡)ଶ) 

                 ℎ൫𝒓(𝑡)൯ = 4 + 0.01(100 cosଶ 𝑡 − 100 sinଶ 𝑡) 

                 ℎ൫𝒓(𝑡)൯ = 4 + (cosଶ 𝑡 − sinଶ 𝑡) 

Calculemos ahora la superficie del vallado, 

න ℎ൫𝒓(𝑡)൯𝑑𝑠
஼

= න ℎ൫𝒓(𝑡)൯ ∙ |𝒓ᇱ(𝑡)|𝑑𝑡
஼

 



න ℎ൫𝒓(𝑡)൯𝑑𝑠
஼

= න [4 + (cosଶ 𝑡 − sinଶ 𝑡)] ∙ ඥ(−10 sin 𝑡)ଶ + (10 cos 𝑡)ଶ 𝑑𝑡
ଶగ

଴

 

                           = න [4 + (cosଶ 𝑡 − sinଶ 𝑡)] ∙ ඥ100 sinଶ 𝑡 + 100 cosଶ 𝑡 𝑑𝑡
ଶగ

଴

 

                          = න [4 + (cosଶ 𝑡 − sinଶ 𝑡)] ∙ √100ඥsinଶ 𝑡 + cosଶ 𝑡 𝑑𝑡
ଶగ

଴

 

                           = න [4 + (cosଶ 𝑡 − sinଶ 𝑡)] ∙ 10𝑑𝑡
ଶగ

଴

 

                           = 10 න [4 + (cosଶ 𝑡 − sinଶ 𝑡)]𝑑𝑡
ଶగ

଴

 

                           = 10 න [4 + (1 − sinଶ 𝑡 − sinଶ 𝑡)]𝑑𝑡
ଶగ

଴

 

                           = 10 න [4 + (1 − 2 sinଶ 𝑡)]𝑑𝑡
ଶగ

଴

 

                           = 10 න (5 − 2 sinଶ 𝑡)𝑑𝑡
ଶగ

଴

 

                           = 10 න ൬5 − 2
1 − cos(2𝑡)

2
൰ 𝑑𝑡

ଶగ

଴

 

                           = 10 න ൫5 − (1 − cos(2𝑡))൯𝑑𝑡
ଶగ

଴

 

                           = 10 න (4 + cos(2𝑡))𝑑𝑡
ଶగ

଴

 

                           = 10 ൬4𝑡 +
sin(2𝑡)

2
൰ฬ

଴

ଶగ

 

                           = 10 ൬8𝜋 +
sin(4𝜋)

2
൰ 

න ℎ൫𝒓(𝑡)൯𝑑𝑠
஼

= 80𝜋 

Por lo tanto, todo el vallado tiene una superficie de 80𝜋 m2.  



Por otro lado,  

10 m2  _______  1 litro de pintura  

80𝜋 m2  _______ 8𝜋  litros de pintura 

Para pintar ambos lados del vallado hacen falta 16𝜋 ≅ 50.26 litros de pintura. 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

3. Calcule las integrales de línea de los siguientes campos: 

b. 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = [𝑥 𝑦𝑧 𝑧𝑥 − 𝑥𝑦]் a lo largo del segmento de recta de 

extremos (0,0,0) y (1,2,2). 

Solución. 

න 𝑭 ∙ 𝒅𝒓
஼

= න 𝑭൫𝒓(𝑡)൯
்

∙ 𝒓ᇱ(𝑡)𝑑𝑡
௧మ

௧భ

 

𝒓(𝑡) = ቎

0 + 𝑡(1 − 0)
0 + 𝑡(2 − 0)
0 + 𝑡(2 − 0)

቏ = ቈ
𝑡

2𝑡
2𝑡

቉  , 0 ≤ 𝑡 ≤ 1             →            𝒓′(𝑡) = ൥
1
2
2

൩ 

𝑭൫𝒓(𝑡)൯
்

∙ 𝒓ᇱ(𝑡) = [𝑡 4𝑡ଶ 2𝑡ଶ − 2𝑡ଶ] ∙ ൥
1
2
2

൩ = 𝑡 + 8𝑡ଶ 

න 𝑭 ∙ 𝒅𝒓
஼

= න (𝑡 + 8𝑡ଶ)𝑑𝑡
ଵ

଴

= ቆ
𝑡ଶ

2
+

8

3
𝑡ଷቇቤ

଴

ଵ

=
19

6
 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

9. Dado el campo 𝑭(𝑥, 𝑦) = [𝑥 𝑦 + 2]், 

a. Calcule la integral del campo 𝑭, a lo largo de: 

1. 𝐶: 𝑦 = 𝑥 desde (0,0) hasta (1,1). 

2. 𝐶: 𝑥 = 𝑦ଷ desde (0,0) hasta (1,1). 

3. 𝐶: (𝑥 − 1)ଶ + 𝑦ଶ = 1 desde (0,0) hasta (1,1). 

b. ¿Existirá otra trayectoria a lo largo de la cual la integral anterior valga 

igual? 



Solución.  

a. 1.  

 

 

 

 

 

න 𝑭 ∙ 𝒅𝒓
஼

= න 𝑭൫𝒓(𝑡)൯
்

∙ 𝒓ᇱ(𝑡)𝑑𝑡
௧మ

௧భ

 

𝒓(𝑡) = ቂ
𝑡
𝑡
ቃ   , 0 ≤ 𝑡 ≤ 1             →            𝒓′(𝑡) = ቂ

1
1

ቃ 

𝑭൫𝒓(𝑡)൯
்

∙ 𝒓ᇱ(𝑡) = [𝑡 𝑡 + 2] ∙ ቂ
1
1

ቃ = 𝑡 + 𝑡 + 2 = 2𝑡 + 2 

න 𝑭 ∙ 𝒅𝒓
஼

= න (2𝑡 + 2)𝑑𝑡
ଵ

଴

= (𝑡ଶ + 2𝑡)|଴
ଵ = 3 

 

a. 2.  

 

 

 

 

 

න 𝑭 ∙ 𝒅𝒓
஼

= න 𝑭൫𝒓(𝑡)൯
்

∙ 𝒓ᇱ(𝑡)𝑑𝑡
௧మ

௧భ

 

𝒓(𝑡) = ቂ𝑡ଷ

𝑡
ቃ  , 0 ≤ 𝑡 ≤ 1             →            𝒓′(𝑡) = ቂ3𝑡ଶ

1
ቃ 

𝑭൫𝒓(𝑡)൯
்

∙ 𝒓ᇱ(𝑡) = [𝑡ଷ 𝑡 + 2] ∙ ቂ3𝑡ଶ

1
ቃ = 3𝑡ହ + 𝑡 + 2 = 3𝑡ହ + 𝑡 + 2 

න 𝑭 ∙ 𝒅𝒓
஼

= න (3𝑡ହ + 𝑡 + 2)𝑑𝑡
ଵ

଴

= ቆ
𝑡଺

2
+

𝑡ଶ

2
+ 2𝑡ቇቤ

଴

ଵ

= 3 



a. 3.  

 

 

 

 

 

  

න 𝑭 ∙ 𝒅𝒓
஼

= න 𝑭൫𝒓(𝑡)൯
்

∙ 𝒓ᇱ(𝑡)𝑑𝑡
௧మ

௧భ

 

𝒓(𝑡) = ቂ
cos 𝑡 + 1

𝑠𝑒𝑛 𝑡
ቃ  , 𝜋 ≤ 𝑡 ≤

𝜋

2
             →            𝒓′(𝑡) = ቂ

− sin 𝑡
cos 𝑡

ቃ 

𝑭൫𝒓(𝑡)൯
்

∙ 𝒓ᇱ(𝑡) = [cos 𝑡 + 1 𝑠𝑒𝑛 𝑡 + 2] ∙ ቂ
− sin 𝑡
cos 𝑡

ቃ 

                               = (cos 𝑡 + 1)(− sin 𝑡) + (sin 𝑡 + 2) cos 𝑡 

                               = − sin 𝑡 + 2 cos 𝑡 

න 𝑭 ∙ 𝒅𝒓
஼

= න (− sin 𝑡 + 2 cos 𝑡)𝑑𝑡

గ
ଶ

గ

= (cos 𝑡 + 2 sin 𝑡)|గ

గ
ଶ = 3 

 

b. Sí, cualquiera que se considere desde (0,0) hasta (1,1). 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 

10. Aplicando teoremas, calcule ∫ 𝑭 ∙ 𝒅𝒓
(ଵ,ଵ)

(଴,଴)
, con 𝑭(𝑥, 𝑦) = [𝑥 𝑦 + 2]். 

Compare los resultados obtenidos en el punto anterior. ¿Qué concluye? 

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥                      →           
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 0 

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑦 + 2              →           
𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 0 

Como 𝑭  es conservativo, entonces admite función potencial, 

𝜙 = න 𝑃(𝑥, 𝑏)𝑑𝑥
௫

௔

+ න 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
௬

௕

 

𝜙 = න 𝑥𝑑𝑥
௫

௔

+ න (𝑦 + 2)𝑑𝑦
௬

௕

 

𝑃௬ = 𝑄௫     ⇒    𝑭  es 
conservativo 



𝜙 =
𝑥ଶ

2
ቤ

௔

௫

+ ቆ
𝑦ଶ

2
+ 2𝑦ቇቤ

௕

௬

 

𝜙 =
𝑥ଶ

2
−

𝑎ଶ

2
+ ቆ

𝑦ଶ

2
+ 2𝑦ቇ − ቆ

𝑏ଶ

2
+ 2𝑏ቇ 

𝜙 =
𝑥ଶ

2
+

𝑦ଶ

2
+ 2𝑦 + 𝐶 

Luego, por el segundo teorema fundamental del cálculo integral, 

∫ 𝑭 ∙ 𝒅𝒓
(ଵ,ଵ)

(଴,଴)
= 𝜙(1,1) − 𝜙(0,0) =

ଵమ

ଶ
+

ଵమ

ଶ
+ 2 + 𝐶 − ቀ

଴మ

ଶ
+

଴మ

ଶ
+ 2 ∙ 0 + 𝐶ቁ = 3. 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

12. Dado el campo 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ൥
𝑒௫ cos 𝑦 + 𝑦𝑧

𝑥𝑧 − 𝑒௫ sin 𝑦
𝑥𝑦

൩, determine si es conservativo. 

Halle la función potencial, en caso de existir. 

Solución.  

Tenemos que 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒௫ 𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝑦𝑧   ;     𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 − 𝑒௫ 𝑠𝑖𝑛 𝑦    ;     

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦. 

𝑭 es conservativo si y sólo si   
డ௉

డ௬
=

డொ

డ௫
    ;     

డ௉

డ௭
=

డோ

డ௫
     ;       

డோ

డ௬
=

డொ

డ௭
 

డ௉

డ௬
= −𝑒௫ sin 𝑦 + 𝑧  

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 𝑧 − 𝑒௫ sin 𝑦 

డ௉

డ௭
= 𝑦     

𝜕𝑅

𝜕𝑥
= 𝑦 

𝜕𝑅

𝜕𝑦
= 𝑥 

డொ

డ௭
= 𝑥    

Por lo tanto, 𝑭 es conservativo. 

Hallemos su función potencial, 

𝜙 = ∫ 𝑃(𝑥, 𝑏, 𝑐)𝑑𝑥
௫

௔
+ ∫ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑐)𝑑𝑦

௬

௕
+ ∫ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

௭

௖
  

𝜙 = න (𝑒௫ 𝑐𝑜𝑠 𝑏 + 𝑏𝑐)𝑑𝑥
௫

௔

+ න (𝑥𝑐 − 𝑒௫ 𝑠𝑖𝑛 𝑦)𝑑𝑦
௬

௕

+ න 𝑥𝑦𝑑𝑧
௭

௖

 

𝜙 = (𝑒௫ 𝑐𝑜𝑠 𝑏 + 𝑏𝑐𝑥)|௔
௫ + (𝑥𝑐𝑦 + 𝑒௫ cos 𝑦)|௕

௬
+ 𝑥𝑦𝑧|௖

௭ 

𝑃௬ = 𝑄௫  

𝑃௭ = 𝑅௫  

𝑅௬ = 𝑄௭  



𝜙 = 𝑒௫ 𝑐𝑜𝑠 𝑏 + 𝑏𝑐𝑥 − (𝑒௔ 𝑐𝑜𝑠 𝑏 + 𝑏𝑐𝑎) + 𝑥𝑐𝑦 + 𝑒௫ cos 𝑦 − (𝑥𝑐𝑏 + 𝑒௫ cos 𝑏) + 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑦𝑐 

𝜙 = 𝑒௫ 𝑐𝑜𝑠 𝑏 + 𝑏𝑐𝑥 − 𝑒௔ 𝑐𝑜𝑠 𝑏 − 𝑏𝑐𝑎 + 𝑥𝑐𝑦 + 𝑒௫ cos 𝑦 − 𝑥𝑐𝑏 − 𝑒௫ cos 𝑏 + 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑦𝑐 

𝜙 = 𝑒௫ cos 𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 + 𝐶 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

15. Calcule las integrales curvilíneas aplicando el teorema de Green. 

c. ∮ (𝑥ଷ + 2𝑦)𝑑𝑥
஼

+ (4𝑥 − 3𝑦ଶ)𝑑𝑦       y     𝐶:
௫మ

𝒂𝟐 +
௬మ

𝒃𝟐 = 1 

Como la curva 𝐶 es una elipse que encierra una región 𝑅, entonces se verifican 

las hipótesis del teorema de Green. Por lo tanto, 

ර 𝑭் ∙ 𝒅𝒓
஼

= ර (𝑥ଷ + 2𝑦)𝑑𝑥
஼

+ (4𝑥 − 3𝑦ଶ)𝑑𝑦 = ඵ ൬
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰ 𝑑𝑥𝑑𝑦

ோ

 

Por tratarse de una elipse, hacemos cambio de coordenadas cartesianas a 

coordendas polares generalizadas, 

൜
𝑥 = 𝑎𝜌 cos 𝜃
𝑦 = 𝑏𝜌 sin 𝜃

                             →               
0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋
0 ≤ 𝜌 ≤ 1

  

Jacobiano: 𝐽 = 𝑎𝑏𝜌 

Además, ቀ
డொ

డ௫
−

డ௉

డ௬
ቁ 𝑑𝑥𝑑𝑦 = (4 − 2)𝑎𝑏𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃 = 2𝑎𝑏𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃 

Luego,  

ර 𝑭் ∙ 𝒅𝒓
஼

= ඵ ൬
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
൰ 𝑑𝑥𝑑𝑦

ோ

 

                     = න න 2𝑎𝑏𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃
ଵ

଴

ଶగ

଴

 

                     = 2𝑎𝑏 න න 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃
ଵ

଴

ଶగ

଴

 

                     = 2𝑎𝑏 න
𝜌ଶ

2
ቤ

଴

ଵ

𝑑𝜃
ଶగ

଴

 

                     = 2𝑎𝑏 න
1

2
𝑑𝜃

ଶగ

଴

 



                     = 2𝑎𝑏
1

2
𝜃ฬ

଴

ଶగ

 

                     = 2𝑎𝑏𝜋 

 

 

 

   


