
Cálculo II – Análisis Matemático II – Clase viernes 29 / 4 – Ejercicios 
propuestos: 19-h, 20, 24 y 25 

 

19. Calcule el volumen de los sólidos definidos a continuación. 

h. ቐ
(𝑧 − 4)ଶ =

ଵ଺

ଽ
(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)

𝑧 = 0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Proyección sobre el plano xy (z = 0) 

𝑧 = 0      →        (0 − 4)ଶ =
16

9
(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)        →         9 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Coordenadas cilíndricas 

൝
𝑥 = 𝜌 cos 𝜃
𝑦 = 𝜌 sin 𝜃

𝑧 = 𝑧
                     

Jacobiano: 𝐽 = 𝜌 

Veamos el límite superior de variación de 𝑧, en coordenadas cilíndricas. 

Cambio a 
coordenadas 

cilíndricas 

0 ≤ 𝜃 ≤  2𝜋  

0 ≤ 𝜌 ≤ 3 

0 ≤ 𝑧 ≤ ⋯ 



(𝑧 − 4)ଶ =
16

9
(𝑥ଶ + 𝑦ଶ)     →     (𝑧 − 4)ଶ =

16

9
𝜌ଶ      →      𝑧 − 4 = −ඨ

16

9
𝜌ଶ 

→      𝑧 − 4 = −
4

3
𝜌      →         𝑧 = −

4

3
𝜌 + 4     →        0 ≤ 𝑧 ≤ −

4

3
𝜌 + 4 

 

Entonces, el volumen del sólido es: 

𝑉 = න න න 𝜌𝑑𝑧𝑑𝜌𝑑𝜃
ି

ସ
ଷ

ఘାସ

଴

ଷ

଴

ଶగ

଴

 

    = න න 𝜌𝑧|
଴

ି
ସ
ଷ

ఘାସ
𝑑𝜌𝑑𝜃

ଷ

଴

ଶగ

଴

 

    = න න ൬−
4

3
𝜌ଶ + 4𝜌൰ 𝑑𝜌𝑑𝜃

ଷ

଴

ଶగ

଴

 

𝑉 = න ൬−
4

9
𝜌ଷ + 2𝜌ଶ൰ฬ

଴

ଷ

𝑑𝜃
ଶగ

଴

 

    = න (−12 + 18)𝑑𝜃
ଶగ

଴

 

    = (6 ∙ 𝜃)|଴
ଶగ 

    = 12𝜋 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

20. Calcule el volumen del sólido que es interior a la semiesfera 𝑧 =

ඥ16 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ y al cilindro 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 4𝑦 = 0. 

 

 

 

 

 

 

Proyección sobre el plano xy (z = 0) 

0 = ඥ16 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ       →       𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 16 

𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 4𝑦 = 0      →       16 − 4𝑦 = 0      →       𝑦 = 4 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

Coordenadas cilíndricas 

൝
𝑥 = 𝜌 cos 𝜃
𝑦 = 𝜌 sin 𝜃

𝑧 = 𝑧
                     

Jacobiano: 𝐽 = 𝜌 

Veamos el límite superior de variación de 𝜌. 

𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 4𝑦 = 0      →       𝜌ଶ − 4𝜌 sin 𝜃 = 0      →       𝜌 = 4 sin 𝜃 

Por lo tanto,     0 ≤ 𝜌 ≤ 4 sin 𝜃 

Ahora determinemos el límite superior de variación de 𝑧, en coordenadas 
cilíndricas. 

𝑧 = ඥ16 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ       →      𝑧 = ඥ16 − 𝜌ଶ       ⟹       0 ≤ 𝑧 ≤ ඥ16 − 𝜌ଶ 

Entonces, el volumen del sólido es: 

𝑉 = න න න 𝜌𝑑𝑧𝑑𝜌𝑑𝜃
ඥଵ଺ିఘమ

଴

ସ ୱ୧୬ ఏ

଴

గ

଴

 

    = න න 𝜌𝑧|଴
ඥଵ଺ିఘమ

𝑑𝜌𝑑𝜃
ସ ୱ୧୬ ఏ

଴

గ

଴

 

    = න න 𝜌ඥ16 − 𝜌ଶ𝑑𝜌𝑑𝜃
ସ ୱ୧୬ ఏ

଴

గ

଴

 

    = −
1

2
න

(16 − 𝜌ଶ)
ଷ
ଶ

3 2⁄
ቮ

଴

ସ ୱ୧୬ ఏ

𝑑𝜃
గ

଴

 

    = −
1

2
∙

2

3
න ൣ(16 − 16 sinଶ 𝜃)ଷ ଶ⁄ − 16ଷ ଶ⁄ ൧𝑑𝜃

గ

଴

 

    = −
1

3
න ൣ(16(1 − sinଶ 𝜃))ଷ ଶ⁄ − 16ଷ ଶ⁄ ൧𝑑𝜃

గ

଴

 

Cambio a 
coordenadas 

cilíndricas 

0 ≤ 𝜃 ≤  𝜋  

0 ≤ 𝜌 ≤ ⋯ 

0 ≤ 𝑧 ≤ ⋯ 



𝑉 = −
1

3
න ൣ16ଷ ଶ⁄ (cosଶ 𝜃)ଷ ଶ⁄ − 64൧𝑑𝜃

గ

଴

 

𝑉 = −
1

3
∙ 64 න [cosଷ 𝜃 − 1]𝑑𝜃

గ

଴

 

𝑉 = −
64

3
ቆන cosଷ 𝜃 𝑑𝜃

గ

଴

− න 𝑑𝜃
గ

଴

ቇ 

𝑉 = −
64

3
ቆන cosଶ 𝜃 ∙ cos 𝜃 𝑑𝜃

గ

଴

− 𝜃|଴
గቇ 

𝑉 = −
64

3
ቆන (1 − sinଶ 𝜃) ∙ cos 𝜃 𝑑𝜃

గ

଴

− 𝜋ቇ 

𝑉 = −
64

3
ቆන cos 𝜃 𝑑𝜃

గ

଴

− න sinଶ 𝜃 ∙ cos 𝜃 𝑑𝜃
గ

଴

− 𝜋ቇ 

𝑉 = −
64

3
ቆsin 𝜃|଴

గ −
sinଷ 𝜃

3
ቤ

଴

గ

− 𝜋ቇ 

𝑉 = −
64

3
(−𝜋) 

𝑉 =
64

3
𝜋 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

24. Determine la masa del sólido con densidad constante 𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜎, limitado 

por la superficie del ejercicio 16-b. 

𝑆: ൞

𝑥 = 𝑦ଶ

𝑥 = 𝑧
𝑥 = 1
𝑧 = 0

    

 

 

 

De la solución del ejercicio 16-b, se tienen los siguientes límites de integración 

−1 ≤ 𝑦 ≤ 1      ;       𝑦ଶ ≤ 𝑥 ≤ 1      ;       0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥  

Entonces, 

𝑀 = ම 𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

ோ

= න න න 𝜎𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
௫

଴

ଵ

௬మ

ଵ

ିଵ

=
4

5
𝜎 Ver la solución del ejercicio 16-b 



---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

25. Halle la masa del elipsoide dado por la ecuación 4𝑥ଶ + 4𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 16, con 

𝑧 ≥ 0. La densidad en cada punto del elipsoide, coincide con la distancia entre 

el punto y el plano 𝑥𝑦. 

 

 

 

 

 

 

Proyección sobre el plano xy (z = 0) 

 

 

 

 

 

 

 

𝑚 = ම 𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

ோ

         ;         𝜎(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 

Coordenadas cilíndricas,  

൝
𝑥 = 𝜌 cos 𝜃
𝑦 = 𝜌 𝑠𝑒𝑛 𝜃

𝑧 = 𝑧

            →            

Jacobiano: 𝐽 = 𝜌 

Determinemos el límite superior de variación de 𝑧, en coordenadas cilíndricas.  

𝑧 = ඥ16 − 4𝑥ଶ − 4𝑦ଶ       →      𝑧 = ඥ16 − 4𝜌ଶ       ⟹       0 ≤ 𝑧 ≤ ඥ16 − 4𝜌ଶ 

Entonces,  

𝑚 = න න න 𝑧𝜌𝑑𝑧𝑑𝜌𝑑𝜃

ඥଵ଺ିସఘమ

଴

ଶ

଴

ଶగ

଴

 

4𝑥ଶ + 4𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 16   ;    

𝑧 ≥ 0 

Cambio a 
coordenadas 

cilíndricas 

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 

0 ≤ 𝜌 ≤ 2 

0 ≤ 𝑧 ≤ ⋯ 



𝑚 = න න 𝜌
𝑧ଶ

2
ቤ

଴

ඥଵ଺ିସఘమ

𝑑𝜌𝑑𝜃

ଶ

଴

ଶగ

଴

 

𝑚 = න න
𝜌

2
(16 − 4𝜌ଶ)𝑑𝜌𝑑𝜃

ଶ

଴

ଶగ

଴

 

𝑚 = න න(8𝜌 − 2𝜌ଷ)𝑑𝜌𝑑𝜃

ଶ

଴

ଶగ

଴

 

𝑚 = න ቆ4𝜌ଶ −
𝜌ସ

2
ቇቤ

଴

ଶ

𝑑𝜃

ଶగ

଴

 

𝑚 = න 8𝑑𝜃

ଶగ

଴

 

𝑚 = 8𝜃|଴
ଶగ 

𝑚 = 16𝜋 


