
Cálculo II – Análisis Matemático II – Viernes 22/4 – Ejercicios 2-c, 4-h, 7-c, 

7-f y 10 de Integrales Múltiples 

2. Grafique la región de integración R y plantee mediante integración iterada, 

de dos formas distintas ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
ோ

 y ∬ 𝑑𝑦𝑑𝑥
ோ

. 

c. ൝
𝑦 ≤ 𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑦 ≥ 0
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

 

Solución. 

 

 

 

 

 

 

 

Si dejamos 𝑥 constante, tenemos que 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋       ;        0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 

Entonces, ∬ 𝑑𝑦𝑑𝑥
ோ

= ∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑥
௦௘௡ ௫

଴

గ

଴
 

Si dejamos 𝑦 constante, tenemos que 

0 ≤ 𝑦 ≤ 1       ;       −𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 𝑦 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 𝑦 

Entonces, ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
ோ

= ∫ ∫ 𝑑𝑥𝑑𝑦
௔௥௖௦௘௡ ௬

ି௔௥௖௦௘௡ ௬

ଵ

଴
 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

4. Calcule el área de las siguientes regiones  

h.  

 

 

 

 

 



Solución. 

Trabajemos primero con R1  

𝑅ଵ ∶  0 ≤ 𝑦 ≤ 1       ;         ඥ𝑦 − 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 − 𝑦ଷ 

Entonces,  

𝐴(𝑅ଵ) = න න 𝑑𝑥𝑑𝑦
௬ି௬య

√௬ିଵ

ଵ

଴

 

             = න 𝑥|
√௬ିଵ
௬ି௬య

ଵ

଴

𝑑𝑦 

             = න ൣ𝑦 − 𝑦ଷ − ൫ ඥ𝑦 − 1൯൧𝑑𝑦
ଵ

଴

 

          = ቆ
௬మ

ଶ
−

௬ర

ସ
−

௬
య
మ

య

మ

+ 𝑦ቇቤ
଴

ଵ

 

           =
଻

ଵଶ
 

Ahora calculemos el área de R2 

𝑅ଶ ∶   −1 ≤ 𝑦 ≤ 0       ;         −1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 − 𝑦ଷ 

𝐴(𝑅ଶ) = න න 𝑑𝑥𝑑𝑦
௬ି௬య

ିଵ

଴

ିଵ

 

            = න 𝑥|ିଵ
௬ି௬య

଴

ିଵ

𝑑𝑦 

            = න [𝑦 − 𝑦ଷ − ( −1)]𝑑𝑦
଴

ିଵ

 

            = න (𝑦 − 𝑦ଷ + 1)𝑑𝑦
଴

ିଵ

 

            = ቆ
𝑦ଶ

2
−

𝑦ସ

4
+ 𝑦ቇቤ

ିଵ

଴

 

            = 0 − ൬
1

2
−

1

4
+ (−1)൰ 

            =
3

4
 

Luego, el área de la región sombreada es  

𝐴 = 𝐴(𝑅ଵ) + 𝐴(𝑅ଶ) =
7

12
+

3

4
=

4

3
= 1.33 



---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

7. Calcule el área de las regiones dadas a continuación. 

c.  

 

 

 

 

 

 

 

Solución.  

Hacemos cambio de coordenadas cartesianas a polares 

൜
𝑥 = 𝜌 cos 𝜃
𝑦 = 𝜌 sin 𝜃 

   

𝐽 = 𝜌                  

Determinemos los límites de integración de las variables 𝜃 y 𝜌. La ecuación de 
la circunferencia, en coordendas polares es 

(𝜌 cos 𝜃)ଶ + (𝜌 sin 𝜃)ଶ = −6𝜌 cos 𝜃 

𝜌ଶ cosଶ 𝜃 + 𝜌ଶ sinଶ 𝜃 = −6𝜌 cos 𝜃 

𝜌ଶ (cosଶ 𝜃 + sinଶ 𝜃) = −6𝜌 cos 𝜃 

𝜌ଶ = −6𝜌 cos 𝜃 

𝜌 = −6 cos 𝜃 

Por lo tanto, los límites de integración de las variables serán 

𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

3

2
𝜋          ;           0 ≤ 𝜌 ≤ −6 cos 𝜃 

Entonces, el área de la región sombreada será 

𝐴(𝑅) = න න 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃
ି଺ ୡ୭ୱ ఏ

଴

ଷ
ଶగ

గ
ଶ

 

           = න
𝜌ଶ

2
ቤ

଴

ି଺ ୡ୭ୱ

𝑑𝜃

ଷ
ଶ

గ

గ
ଶ

 



           = න
(−6 cos 𝜃)ଶ

2
𝑑𝜃

ଷ
ଶ

గ

గ
ଶ

 

           = 18 න cosଶ 𝜃 𝑑𝜃

ଷ
ଶ

గ

గ
ଶ

 

           = 18 න
1 + cos (2𝜃)

2
𝑑𝜃

ଷ
ଶ

గ

గ
ଶ

 

           = 9 න [1 + cos (2𝜃)]𝑑𝜃

ଷ
ଶ

గ

గ
ଶ

 

           = 9 ቆ𝜃 +
sin(2𝜃)

2
ቇቤ

గ
ଶ

ଷ
ଶ

గ

 

           = 9 ቈ
3

2
𝜋 +

sin(3𝜋)

2
− ቆ

𝜋

2
+

sin(𝜋)

2
ቇ቉ 

           = 9𝜋 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

f.  

 

 

 

 

 

 

 

Primero determinamos los puntos de intersección entre la circunferencia y la 
recta vertical, de ecuación 𝑥 = 1. 

൜
𝑥 = 1

𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 4 
          →     1 + 𝑦ଶ = 4     →      𝑦ଶ = 3     →       𝑦 = ±√3 

Por lo tanto, los puntos de intersección son 𝑃ଵ = (1, √3)    y  𝑃ଶ = (1, −√3)       

Ahora hacemos un cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas 
polares,  

൜
𝑥 = 𝜌 cos 𝜃
𝑦 = 𝜌 sin 𝜃 

   



𝐽 = 𝜌 

Determinemos los límites de integración de 𝜃. 

−√3 ≤ 𝑦 ≤ √3        →      −√3 ≤ 2 sin 𝜃 ≤ √3     →   
−√3

2
≤ sin 𝜃 ≤

√3

2
 

→         𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 ቆ
−√3

2
ቇ ≤ 𝜃 ≤ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 ቆ

√3

2
ቇ        →       −

𝜋

3
≤ 𝜃 ≤

𝜋

3
 

Ahora veamos los límites de integración de 𝜌. 

1 ≤ 𝑥 ≤ ඥ4 − 𝑦ଶ         →       1 ≤ 𝜌 cos 𝜃 ≤ ඥ4 − (2 sin 𝜃)ଶ        

→    1 ≤ 𝜌 cos 𝜃 ≤ ඥ4 − 4 sinଶ 𝜃      →        1 ≤ 𝜌 cos 𝜃 ≤ √4ඥ1 − sinଶ 𝜃      

→        1 ≤ 𝜌 cos 𝜃 ≤ 2ඥcosଶ 𝜃          →        1 ≤ 𝜌 cos 𝜃 ≤ 2 cos 𝜃      →      

1

cos 𝜃
≤ 𝜌 ≤ 2 

Entonces, el área de la región sombreada es  

𝐴(𝑅) = න න 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃
ଶ

ଵ
ୡ୭ୱ ఏ

గ
ଷ

ି
గ
ଷ

 

           = න
𝜌ଶ

2
ቤ

ଵ
ୡ୭ୱ ఏ

ଶ

𝑑𝜃

గ
ଷ

ି
గ
ଷ

 

           = න ൬2 −
1

2 cosଶ 𝜃
൰ 𝑑𝜃

గ
ଷ

ି
గ
ଷ

 

           = 2𝜃|
ି

గ
ଷ

గ
ଷ −

1

2
න secଶ 𝜃 𝑑𝜃

గ
ଷ

ି
గ
ଷ

 

           =
2

3
𝜋 +

2

3
𝜋 −

1

2
tan 𝜃|

ି
గ
ଷ

గ
ଷ  

           =
2

3
𝜋 +

2

3
𝜋 −

1

2
ቀtan ቀ

𝜋

3
ቁ − tan ቀ−

𝜋

3
ቁቁ 

           = 2.4567 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

10. Una lámina de densidad 𝛿(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 está limitada por el eje 𝑥, la recta 𝑥 =

8 y la curva 𝑦 = 𝑥ଶ ଷ⁄ . Encuentre su masa total. 

Solución.  



𝑚 = ඵ 𝛿(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴

ோ

= ඵ 𝑥𝑦𝑑𝐴

ோ

 

Determinemos los límites de integración de las variables 𝑥  y   𝑦. 

  

 

 

 

 

 

0 ≤ 𝑥 ≤ 8      ;        0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥
మ

య   

𝑚 = න න 𝑥𝑦𝑑𝑦𝑑𝑥
௫

మ
య

଴

଼

଴

 

      = න
𝑥𝑦ଶ

2
ቤ

଴

௫
మ
య

𝑑𝑥
଼

଴

 

      =
1

2
න 𝑥

଻
ଷ𝑑𝑥

଼

଴

 

      =
1

2

3

10
𝑥

ଵ଴
ଷ ฬ

଴

଼

 

      =
768

5
 

      = 153.6 

 


