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1. Introduccion

En Cdlculo I se estudiaron en detalle las funciones de la forma y = f(x), es decir
funciones que dependian de una sola variable independiente. A menudo, los problemas
que se presentan en la ingenieria no pueden ser descritos por un modelo matematico tan
sencillo como el anteriormente mencionado. Por esta razon es necesario generalizar el
concepto de funcion de una variable independiente.

1. El volumen de un cilindro V' depende del radio (R) y de la altura (h):
V = f(R,h).

2. La temperatura T en cualquier punto de la superficie del planeta depende de cuatro
variables independientes: d&ngulo de longitud (¢), angulo de latitud (6), altura sobre

el nivel del mar (h) y tiempo (t):
T =g(¢,0,h,t).

3. La presién P ejercida por un gas ideal encerrado es funcion de su temperatura (7)
y volumen (V):

P =h(T,V).

4. La velocidad del agua v que corre por un canal abierto dependeré de la distancia al

borde (x) y de la profundidad (y):
v =f(x,y).

5. La ley de la gravitacion formulada por Newton postula que la fuerza de atraccion
F entre dos objetos de masa my y my respectivamente, depende (ademéas de sus

masas) del cuadrado de la distancia (r) a la que se encuentran:
F = g(my, mo,r).

De la comparacion entre los ejemplos surgen algunas ideas que luego se formalizaran:
= En todos los ejemplos hay dependencia de méas de una variable. Si esto ocurre, las
variables independientes pueden ser descritas por un vector.
» En todos los casos, las funciones o campos toman valores de variables independientes
y hacen corresponder un resultado (ntimero o vector)
» Las funciones (o campos) de los ejemplos 1, 2 y 3 arrojan como resultado un escalar

(volumen, temperatura y presion, respectivamente).
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» Las funciones (o campos) de los ejemplos 4 y 5 arrojan como resultado un vector
(velocidad y fuerza, respectivamente).
Primeramente el estudio se enfocara en funciones o campos que dependan de dos variables

y arrojen como resultado un ntimero.
2. Funciones de varias variables
Se comenzara definiendo una funcién escalar de dos variables, con su correspondiente

campo de existencia, y posteriormente se generalizara para n variables independientes.

2.1. Funciones escalares de dos variables
Definicién 2.1. Una funciéon de dos variables f es una regla que asigna a cada par
ordenado de ntmeros reales (z,y), contenidos en un conjunto D, un valor real tnico
denotado como z = f(z,y).
Lo enunciado en la Definiciéon 2.1 puede escribirse en simbolos de la siguiente manera:
f:D—R D C R?

(z,y) = 2z = f(=z,y)

O en forma vectorial: z = f(r) conr =zi+yj = [z y]T (Observe la Figura 2.1).

Figura 2.1: Representacién de una funcién genérica de dos variables z = f(x,y)

Como se mencioné anteriormente, las variables independientes que representan las
coordenadas del punto (z,y) del plano pueden ser descritas por el vector r; y al arrojar
un ntmero como resultado, puede decirse que esta funciéon o campo es escalar de variable
vectorial.

Definicién 2.2. El conjunto D C R? se denomina dominio o campo de existencia

de f de tal manera que cumple {z = f(z,y) € R/(z,y) € D}

Ot
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La Definicion 2.2 indica que el dominio es el conjunto o espacio donde “viven” las
variables independientes de la funcion. Para entender mejor el concepto, se vera el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.1. Determine y grafique el dominio o campo de existencia de la funciéon

2
2= flz,y) = n(z—y)

Observando la expresién de z = f(z,y) se advierten dos peculiaridades: 1) el loga-
ritmo natural no se encuentra definido en el campo de niimeros reales (R) para ntimeros
negativos y el cero; 2) el denominador debe ser distinto de cero. Hay que evaluar cual de
estas dos premisas es més restrictiva, ya que el dominio sera igual a ella:

1. Logaritmo natural no se encuentra definido para niimeros negativos ni el cero. Esto

implicaria lo siguiente:
D= {(x,y) cR*/x —y > O}

Es decir, la diferencia x — y debe ser estrictamente mayor que cero para que la
funcién se encuentre definida (Ver la Definicién 2.2).
2. El denominador debe ser distinto de cero. Para que esta condicién se verifique debe
cumplirse:
D={(s,y) e R/ —y £ 1}
Esto significa que la diferencia x — y podria tomar cualquier valor excepto el 1.
Por lo tanto, el dominio o campo de existencia de la funcién resulta de la unién de ambas

condiciones:

D:{(x,y)ERQ/x—y>0/\x—y7é1}

2

Figura 2.2: Campo de existencia de z = f(z,y) = In(z — y)

Note que las linea dadas por las ecuaciones y = x'y y = x—1, se encuentran dibujadas
a trazos. Esto se debe a que los puntos pertenecientes a las rectas no pertenecen al dominio

de la funcién.
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2.2. Funciones escalares de n variables

La generalizacion de las Definiciones 2.1 y 2.2 para n variables independientes es
trivial, no asi la grafica de los campos de existencia, ya que campos de existencia con
dimensiéon mayor a 3 no pueden graficarse. Por lo tanto:

Definicién 2.3. Una funcion de n variables f es una regla que asigna a un grupo de
nimeros reales (1, xg, ..., T,), contenidos en un conjunto D, un valor real tnico denotado
como z = f(xq1,x9, ..., Ty).

Definicién 2.4. El conjunto D C R" se denomina dominio o campo de existencia

de f de tal manera que cumple {z = f(z1, 29, ...,x,) € R/(21, 29, ...,2,) € D}
2.3. Representacion grafica

Cuando se trata de funciones de una sola variable del tipo y = g(z), la representa-
cién grafica es una curva: a cada punto del dominio zy le corresponde una altura g(x),
quedando determinada una figura de 2 dimensiones. Extrapolando esta idea a funciones
de 2 variables independientes z = f(z,y), se tiene que a cada par ordenado del dominio
(0,Y0) la funcién f le hace corresponder una altura zq = f(xo, o), resultando un pun-
to en el espacio de coordenadas (o, Yo, f(Zo,%0)). El conjunto de todos estos puntos se
denominard superficie o grafica de la funcién z = f(z,y). Para mas de dos variables, la

grafica no puede realizarse.

2.4. Curvas de nivel

Definicién 2.5. Sea la funcién escalar de dos variables z = f(z,y), se denomina curva
de nivel a la proyeccion sobre el plano zy de la interseccién de la funcién z = f(x,y) con
planos de ecuacion z = k con k € R.

El conjunto de curvas de nivel se denomina mapa de contorno. Observe la Figura 2.3.
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(=Jbel(+] (=)

Mapa de contorno Curvas de nivel

Figura 2.3: Mapa de contorno y curvas de nivel

Ejemplo 2.2. Encuentre algunas curvas de nivel de la funcién z = f(z,y) = 22 + y>.
La funcién es una cuadrica que se denomina paraboloide circular. La expresion genéri-

ca de una curva de nivel se obtiene al resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

s = @y =2+
z=k

El resultado es:

Y=k

Es decir, circunferencias de radio igual a vk, siendo k la altura del plano de corte. En la

Figura 2.4 se pueden observar las curvas de nivel resultantes para 0 < k < 3.
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(=)be+)

Figura 2.4: Curvas de nivel

En la expresion genérica de las curvas de nivel, se ve claramente que k no puede tomar
valores negativos debido a que es igual a la suma de dos nimeros elevados al cuadrado.
Debido a esto, conviene acotar los valores de k de la siguiente manera: 22 +y? = k, k >
0,k eR.

Las curvas de nivel son de gran utilidad en el campo de la meteorologia, donde
unen puntos con igual presion atmosférica, o igual temperatura. También se utilizan en
levantamientos topograficos, donde unen puntos del terreno de igual altura, entre otros

usos.

2.5. Limite doble

Antes de introducir el concepto de limite, es necesario definir algunos conceptos:
Definicién 2.6. Sea un punto xg € R™ y § un numero positivo dado, se denomina

conjunto o intervalo abierto a todos los puntos x € R” tales que:
Ix = xoll, <0

siendo ||e||, la norma p (en este curso se trabajara con la norma 2, también denominada

norma euclidea) de la diferencia entre ambos puntos. Este entorno se denotarda como

U(xo,9).
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U(xp,0) ={r eR/zg—d <z <z0+ 0} = {2 € R/|x — x| < I}

Si n = 2 se obtiene un entorno abierto de forma circular, con radio § y centro

X0 = (Z0,Y0) (Ver Figura 2.6).

Uxo.d) = {x = (2,9) € B/\/(x =0 + (y — )* < 6}

Si n = 3 la forma del entorno seria esférica y la expresion del conjunto seria andloga a las
anteriores. Note que segiin la Definicion 2.6, al ser la norma 2 estrictamente menor que
0, en ningun caso se incluyen los bordes del entorno.

Definicién 2.7. Sea un punto xg € R™ y § un numero positivo dado, se denomina

entorno reducido a todos los puntos x € R" tales que:
0<|x—x0| <9

Este entorno se denotard como U, (X, 9).
Observe que el entorno reducido no incluye el punto .
Definicién 2.8. Un punto xg € A con A C R” es un punto interior de A si existe

U(xo,d) tal que U(xq,9) C A.

Figura 2.5: Interpretacién grafica de punto interior: el punto x¢ es un punto interior de

A; el punto x; es un punto de frontera de A

Definicién 2.9. Si todos los puntos de un conjunto R son puntos interiores, entonces R

sera una region abierta.



Funciones de varias variables - 2022

Con estos conceptos aclarados, es conveniente definir el limite de una funcién de dos
variables, para luego generalizar a una funciéon de n variables.
Definicién 2.10. Sea z = f(z,y) una funcién de dos variables, xo = (29, ¥p) un punto
perteneciente al dominio de la funcién y L un ntiimero real. Se define limite doble de la

funcion como:

lim  f(z,y) =L <= Ve> 03 U,[(x0,%),] C D/

(@,y)=(z0,0)

V(x,y) € U*[($07y0),5],f($,y) € U(L7€)

Y se lee: f(x,y) tiende a L cuando el punto (z,y) tiende a (xg,yo) si y solo si para
todo nimero € mayor que cero existe un entorno reducido incluido en el dominio de la
funcién (Definicién 2.7) con centro en (xg,yo) y radio ¢ tal que para todo punto (x,y)
que pertenezca al entorno reducido U,, los valores que tome la funcién pertenezcan a un
entorno (en este caso sobre el eje z) con centro en L y radio e. Esta definicién puede

observarse en la Figura 2.6.

Figura 2.6: Definicion de limite para dos variables

En las funciones de una sola variable, para asegurar la existencia del limite era nece-
sario verificar la tendencia de x — z( por izquierda y por derecha. Si ambas resultaban
iguales, se afirmaba que el limite existia.

Para funciones de dos variables, donde el entorno del punto es circular (Figura 2.6),

se advierte claramente que no existe una unica manera de lograr que el punto (z,y)
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tienda a (xg, o). De hecho, las direcciones en las que se puede resolver esta tendencia
son infinitas. Y ademas, en el hipotético caso de que se pudiese evaluar el limite por las
infinitas direcciones, todas deberian dar el mismo valor para asegurar que el limite existe.

Si bien existen maneras de calcular el limite doble tales como la propuesta de diferen-
tes direcciones de tendencia de (x,y) — (zo,y0) (observe la Figura 2.7), y por definicion,

en este curso no se profundizara en ellas.

(=Jbel(+] (=)

Limite doble segiin una direccién paralela al Limite doble segtin una direccién paralela al

eje x eje y

Figura 2.7: Limites dobles segtin dos direcciones diferentes

2.6. Continuidad

Se definira la continuidad para una funcién de una variable y luego se extendera a
funciones de dos variables.
Definicién 2.11. Una funcién f(x) es continua en un punto x, si se cumplen las si-
guientes condiciones:

3y = f(xo)

J1lim f(z)=1L

T—T0

y=f(zo) =L

De acuerdo a la Definicion 2.11, se pueden presentar tres casos:

12



Funciones de varias variables - 2022

1. Funcién continua en el punto x

Yo = f(o)

yw=L

Figura 2.8: Funcién continua en xg

En este caso se verifican las 3 condiciones y se asegura que la funciéon y = f(x) es
continua en el punto xg.

2. Funcién con discontinuidad evitable en el punto x

" Yo = f(xo)

Figura 2.9: Funcién con discontinuidad evitable en xq

En este segundo ejemplo, se tiene:
L. Fy = f(z0) v
2. Jlim f(x)=LV
T—T0
3. y=flzo) AL KX
Debido a que la tercer condiciéon no se cumple se dice que este tipo de continuidad

es evitable.

3. Funcién con discontinuidad no evitable en el punto xg

13
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Figura 2.10: Funcién con discontinuidad no evitable en x

El tercer caso supone un ejemplo de discontinuidad no evitable:
L. By=flzo) X
2. 3 lim f(z) =1L X
3. y=flw)#L KX

Ahora, se definira la continuidad para funciones de dos variables como una analogia de la
Definicién 2.11:

Definicién 2.12. Una funcién f(z,y) es continua en un punto (g, yo) si se cumplen las
siguientes condiciones:

3 lim f(zr,y)=1L
(@,y)=(x0,90)

z = f(wo,y0) = L

Una funcién f(z,y) serd continua en un conjunto A C R? si es continua en cada

punto de A.

2.7. Infinitésimos

Definicién 2.13. Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables y (zo, 7o) un punto perte-
neciente al dominio, se dice que z = f(z,y) es un infinitésimo en el punto (zy, yo) si se

cumple:

lim  f(z,y) =0

(@,y)—(x0,y0)

14
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Existe un lema cuyo enunciado es: “Toda funcién f(x,y) que posea limite L puede
escribirse como la suma de este limite L y un infinitésimo [(z,y)”, esto es f(z,y) =
L + B(x,y). La demostracion es trivial:

Por hipoétesis, se tiene que ( )lir(n : f(z,y) = L. Por otro lado, se propone la funcién
x,y)—(Z0,Y0

B(x,y) = [f(x,y) — L]. Tomando limite resulta: lim  B(z,y) = lim [f(x,y) —
(l’,y)—>(l'0,y0) (x,y)—>(x0,y0)
L= lim  f(z,y)— lim L= L—L =0.Con esto, se demuestra que §(z,y)
(z,y)—(z0,90) (z,y)—(z0,y0)

es un infinitésimo cuando (z,y) — (xo,yo) v que f(x,y) = L+ B(z,y).

2.8. Derivadas parciales

Definicién 2.14. Sea z = f(z,y) un campo escalar con dominio incluido en R? Az y
Ay escalares que pertenecen a R, se define derivada parcial de f(x,y) con respecto

a x a la expresion:
0f(z,y) _ (. flet Az y) — flz.y)

ox AT—0 Ax ’

siempre que el limite exista.
De manera anéloga, se define derivada parcial de f(x,y) con respecto a y a la

expresion:

dy Ay—0 Ay ’

siempre que el limite exista.

Observe que para calcular la derivada parcial con respecto a x, solamente se incre-
menta esta variable y el limite se aplica a este incremento, considerando a la variable
y como una constante. De manera andloga, cuando se calcula la derivada parcial con
respecto a ¥y, la x se considera igual que una constante.

2.8.1. Notacién

Si z = f(x,y) la derivada parcial con respecto a = puede denotarse como:

of(z, 0
w:fr(xuy)zzm:£

En tanto que la derivada parcial con respecto a y puede denotarse como:

of (x,y) 0z
Ty = fy(z,y) = 2, = Ay

La derivada parcial con respecto a z evaluada en un punto (x¢ = (g, %)) se escribe

Ccomo:
of(z,
M = fa(0,%0)
Oz (z0,%0)
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Para la derivada parcial con respecto a y:

W(;’y) = fy(flfo, yo)
Y l@owo)

2.8.2. Interpretaciéon geomeétrica

Geométricamente, la derivada parcial de z = f(z,y) con respecto a x representa la
pendiente de la recta tangente a la curva 7, generada por la intersecciéon de la funcion
z = f(z,y) y un plano m; de ecuacién y = yo (es decir, con y constante), en un punto
[0, Yo, f(x0, yo)]. Observe la Figura 2.11a.

La curva 7 se obtiene como:

z=f(z,y)

v = — vz = f(x,9)
Y =1Yo

De Célculo I, se sabe que la pendiente de la recta tangente en el punto (xg, o) es:

of (z,y)

— lim f(ZL‘Q + AxvyO) - f($07?/0)
ox

 Az—0 Ax
(z0,%0)

Por lo visto en la Definiciéon 2.14, el valor de m es la derivada parcial de f(z,y) con

respecto a x, por lo tanto la ecuacién de la recta tangente es:

Y =Yo
of (x,
z— 2z = féxy) (x — z9)
(w0,y0)

Observe que la recta se encuentra contenida en el plano 7.

16
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(=Je(+)

(b) Interpretacién geométrica derivada parcial con respecto a y

Figura 2.11: Interpretacién geométrica de derivadas parciales

Siguiendo un razonamiento andlogo se obtiene que la derivada de z = f(x,y) con
respecto a y es la pendiente de la recta tangente a la curva o, generada por la interseccion

de la funcion z = f(x,y) y un plano my de ecuaciéon x = z, (es decir, con x constante), en

17
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un punto [zo, Yo, f(zo,%0)] (Vea la Figura 2.11b).

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente a la curva o en el punto (zg, yo) resulta:

r = Xy
_ Of(z.y)
z 20 = 5’y o) (y yO)

Ejemplo 2.3. Encuentre la recta tangente a la curva o generada como la interseccion de
la funcién z = f(z,y) = 1 — 0.222 + 0.4y? y el plano x = 0, en el punto (0, 2).
Como se pide una interseccién con un plano x = cte, es claro que se debe calcular la

derivada parcial con respecto a y para obtener la pendiente de dicha recta. Por lo tanto:

of (z,y)

(x0,y0)

Se tiene que la pendiente de la recta tangente en (0,2) es 1.6. Luego, la ecuacién de la

recta conocido un punto y la pendiente es:

(y—yo) =2—26=16(y—2) = 2=16y—0.6

(:130,:[/0)

El valor 2.6 se obtuvo al reemplazar los valores del punto (0,2) en la funcién, es decir
20 = f(0,2) =1-0.2(0)?+0.4(2)% = 2.6. En la Figura 2.12 se observa la funcién, la recta

tangente, la curva o, el plano x = 0 y el punto de tangencia.

Figura 2.12: Ejemplo recta tangente a la funciéon z = 1 — 0.222 4 0.4y? en el punto (0, 2)

18
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2.8.3. Derivadas sucesivas

Dada una funcién z = f(z,y) se vi6 en la Seccién 2.8 que las derivadas parciales:

0
of (x,y)
ay - fy<x’y)

también eran funciones de (z,y) al igual que z = f(x,y). Por lo tanto, pueden derivarse
de nuevo con respecto a las variables independientes dando lugar a lo que se conoce como
derivadas sucesivas. De esta manera se tiene:

» Derivada segunda de z = f(x,y) con respecto a z:

0 |of(zy)| _ flxy) _ f
ox ox Ox? o
» Derivada segunda de z = f(x,y) con respecto a y:
9 0f@y)| _ Ffwy) _
dy dy Oy? v
» Derivada cruzada de z = f(x,y) con respecto a x:
0 [0f(ey)] _ Pfley)
ox oy 0yox v
» Derivada cruzada de z = f(x,y) con respecto a y:
0 [0f(zy)] _ Pflxy) f
oy Ox 0xdy i
De la misma manera para las derivadas terceras:
» Derivada tercera de z = f(x,y) con respecto a z:
O |y _ Pl _
ox Ox? Ox? e

» Derivada tercera cruzada de z = f(x,y) con respecto a y:

0 [a2f(x,y)] _ Pfy)

Ay 0x? 0x20y

= fa::cy

Y asi sucesivamente. Mas adelante se verd en el Teorema 2.5 denominado Teorema de

Clairaut que si se cumplen ciertas condiciones, las derivadas cruzadas seran iguales.

19
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2.9. Incremento de una funcion

Definicién 2.15. Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables, x = (z,y) y Xo = (Z0, Y0)
dos puntos pertenecientes a su dominio, se define como incremento de una funcioén a
la expresion

Az = f(xo + Ax,yo + Ay) — f(20, Yo)

siendo r = xo + Ax y y = yo + Ay.

Se intentara relacionar el incremento Az con los incrementos de las variables inde-
pendientes. Para ello se utiliza el teorema del valor medio, el cual se presentard para una
funcién de una sola variable y luego se extendera a funciones de dos variables.

2.9.1. Teorema del valor medio para funciones de una variable

f ()

Figura 2.13: Teorema del valor medio

Teorema 2.1. Sea y = f(x) una funcion continua en |a,b] y derivable en (a,b), entonces

existe un valor € € (a,b) tal que

f(b) = f(a)

(3

coné =a+00b—-a)y0<0 <1 Llamando Az =b—ay Af = f(b) — f(a), la

expresion del teorema del valor medio resulta:

Af=fl(OAx — Af = fla+ Ax) — f(a) = f'(a + 0Ax)Ax
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Con lo cual, se obtuvo lo buscado, que era una expresion que relacionara el incremento
de la funcién con los incrementos de la variable independiente, a través de la derivada. A
continuacion se extendera este resultado a funciones de dos variables.

Teorema 2.2. Sea z = f(x,y) una funcion continua que admite derivadas parciales en el
interior de una region abierta R, que contiene a Xo = (o, Yo), entonces es posible escribir

para los puntos de R el incremento de la funcion Az como:

Az:M Ax—i—M Ay

dx (zo+01Az,y0) (zo+Axz,yo+62Ay)
con <0 <1y0<by<l.

Demostracion: Partiendo de la expresion del incremento de una funcion de dos varia-

bles (Definicion 2.15)
Az = f(xo+ Az, yo + Ay) — f(20, Yo)
Se suma y resta f(zg+ Az, yo)
Az = [f(zo+ Az,y0) — f (@0, 40)] + [f (x0 + Az, yo + Ay) — [0 + Az, yo)]

Aplicando el Teorema 2.1 a cada uno de los corchetes, se obtiene:

Primer corchete:

: of(z,
[f(zo + Az, y0) — f(xo,%0)] = f(ay) A
v (x0+91A:1,‘,y0)
Segundo corchete:
of (x,
[f(zo + Az, yo + Ay) — fzo + Ax,yo)] = f(ay) Ay
Y l@otazyoto2iy)

Sumando las expresiones de los segundos términos, finalmente se obtiene:
of (z,
Az = M Ar + ——2=

Ay
(933 ($0+91A.’E,y0)

(zo+Az,yo+02Ay)

la cual se conoce como “primera féormula de Lagrange” Esta expresion no es més
que la extension a dos variables del teorema del valor medio. Analizando la expresién de
Az se observa que la funcién no tendré incremento alguno (Az = 0) si ambas derivadas
parciales son cero simultaneamente. Este concepto se utilizara en la Seccién 5.
Recordemos que: en una variable la existencia de la derivada finita implica conti-
nuidad. Sin embargo en funciones de dos o méas variables no basta la existencia de las
derivadas primeras para asegurar la continuidad de la funcion. Por esta razon, del Teo-
rema 2.2 se desprende el siguiente corolario: Si z = f(z,y) admite derivadas parciales
continuas en una regién abierta R, entonces la funcién es continua (Ver Definicién 2.12)

en todo punto de R.



Funciones de varias variables - 2022

2.10. Funcion diferenciable

Definicién 2.16. Una funcién dada por z = f(z,y) es diferenciable en x¢ = (20, yo) si
existe un entorno U(Xg, d) tal que para todo punto x = (z,y) € U(xo,0), el incremento

de la funcién Az pueda escribirse como:

A, = O (zy) Ag 4 0@ y)

pe 9y Ay + 1Az + e2Ay

(%0,y0) (w0,y0)

donde ¢; — 0 cuando Ax — 0y €5 — 0 cuando Ay — 0, es decir son infinitésimos

of (x,
en el punto xo = (z,yo) siempre que existan las derivadas parciales féy)

v (w0,y0)
of(z,y) , P '
“on . Ademas, los infinitésimos (vea la Definicién 2.13) pueden expresarse como:

Y (w0,y0)

O(p) = e1Ax + e2Ay

con p =1/ Ax? 4+ Ay?. Por lo tanto, el incremento Az puede escribirse como:

A = ()

0
52 Az + Of(w,y) Ay + O(p)

Y |womo)

(z0,%0)

Escrito de esa manera, el incremento Az de una funcién diferenciable f(x,y) puede
expresarse como una combinacion lineal de los incrementos de sus variables indepen-
dientes mas un cierto infinitésimo O(p). Ademas puede decirse que una funcién f(x,y) es
diferenciable en una regién R si es diferenciable en todos los puntos que pertenecen a R.
Existe un lema de funciones diferenciables que afirma:

“Toda funcion diferenciable es continua y derivable, pero no todas las
funciones continuas y derivables son diferenciables.”

Gracias a este lema basta con asegurar que la funcién es diferenciable, para garantizar
que sea continua y derivable. Es una condicién mucho maés fuerte que la derivabilidad vista
en Célculo I. Ahora surge la siguiente pregunta: ; Cémo asegurar que la funcién f(x,y) es
diferenciable?

Para responder a esta pregunta, es necesario cumplir la condiciéon suficiente de
diferenciabilidad, a través del siguiente teorema:

Teorema 2.3. Si z = f(x,y) tiene derivadas parciales continuas en todos los puntos de
una region abierta R, entonces serd diferenciable en dichos puntos.

Demostracion:

De la expresion dada por el Teorema 2.2 (o primer féormula de Lagrange), se tiene:

Az of(x,y) Ax + of(x.y) Ay

T O dy

(zo+01Az,y0) (zo+Az,yo+02Ay)
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Como las derivadas parciales son continuas en todos los puntos de una regién R (vea la

Definicién 2.12):

0f (z,y) Ap = (@)
(A2,49)=(0,0) Oz (zo+01Az,y0) Oz (x0,y0)
(A2,Ay)=(0,0) 9y (zo+Az,yo+02Ay) 9y (%0,%0)

Por el lema visto en la Definicion 2.15, el cual enuncia que una funcion difiere del limite

en un infinitésimo:

of(x,y) _ Of(z,y)
ox T Ox te
(zo+61Az,y0) ! (z0,y0)
of (x, of (x,
fé y) f(a Y) e
Yy (zo+Az,yo+02Ay) Y (%0,%0)

Reemplazando estas dos ecuaciones en la expresion del incremento:

0 0
A= | 9@ y) vl Aeg |2EY) bl Ay
ox ( dy
0,Y0) (w0,y0)
Aplicando propiedad distributiva y reorganizando:
0 0
Az = M Ax + M Ay + e1Ax + Ay
ox ( Jy
*0,90) (z0,y0)

Con lo cual, se obtiene la expresion correspondiente a la Definicion 2.16.

2.11. Diferencial de una funciéon

Partiendo de la expresién de funcién diferenciable en dos variables (Definicion 2.16),

_ 3fém,y) Ay 4 2@Y) Ay +0(p),
r (z0,Y0)

dy
(0,Y0)
Definicién 2.17. Se define diferencial de la funcién a la parte principal del incremento

Az

de una funcién diferenciable en un punto genérico x = (x,y) y se denota como:

Of (z,y) Ax 4 0f($,y)Ay

df (v, y) = dz = pe oy

Esto significa que Az = dz 4+ O(p), es decir que Az = dz.
Por otra parte, al ser variables independientes Ax = dx y Ay = dy, por lo que la

expresion del diferencial dz puede escribirse como:

of (z,y) of (z,y)
9 dr + ay dy

df (z,y) = dz =

La expresion Az = dz solamente es véalida en el entorno del punto x.
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El diferencial supone una aproximacién lineal o de primer orden a la funcion,
a partir del punto xo = (29, ¥0) a partir del cual es calculado. Esto es fécil de verificar
haciendo dx = x — xg vy dy = y — yo.

En la Seccion 4 se vera que el diferencial corresponde al primer término de la serie
de Taylor.
Ejemplo %.4. Calcular el diferencial dz y el incremento Az para la funcion z = f(z,y) =

1 1
4 — g2 — yz en el punto (2, 1) considerando los incrementos Az = R Ay = 1.

El diferencial dz = df se calcula como:

of (z,y) Az + 8f(l’,y)Ay — dz = —2zxAx — 1yAy
Ox dy 2

df (v, y) = dz =

Por otro lado, de la Definicién 2.15 se sabe que el incremento de una funciéon de dos

variables es:

2 2
Az = f(zo+Az, yo+Ay)— f(zo, y0) = Az = 4—($0+A$)2—M— <4 — 2 yO)

4

Operando y desarrollando los cuadrados de los binomios:

1 2
Az = —(22 + 2z0Ax + Axd) — Z(yg + 2yoAy + Ay?) + 12 + %

Se obtiene finalmente:

1 1
Az = =2xqAx — §y0Ay —Az? — ZAyz

dz 0(p?)
En esta expresion se observa claramente que el incremento de la funcién Az es igual al
diferencial dz mas el infinitésimo O(p?). Ambas cantidades serdn méas parecidas cuanto
mas pequenos sean los incrementos. Caso contrario, seran absolutamente diferentes. El
diferencial es una aproximacién de primer orden (lineal) a la funcién en el entorno de un

punto. La comparacion entre diferencial e incremento es:

11 1
dz=—2--—>1=-1
22 2

El incremento es:

11 1 N2 1
Az=-2--—-1—-(=2) —>1?=-15
: (2) 1

El error cometido es considerable porque el tamano de los incrementos es grande. Intente
calcular ambas cantidades con los incrementos Az = 0.1 y Ay = 0.25 y compare los

resultados.
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2.11.1. Plano tangente

Cuando se analizaban funciones de una sola variable independiente, a través de la
definicion de derivada, era posible encontrar la expresién de un vector que fuese tangente
a dicha funcion en el punto donde se estaba analizando. Naturalmente, este vector se
encontraba incluido en la recta tangente. Observando la Figura 2.14, se ve claramente
que el vector tangente (en azul) se encuentra contenido en la recta tangente (en color

naranja).

f(zo+ Ax) ¢

f (o)

|
|
I
|
|
I
I
I
|
I
|
Ax [ T
O

\ ) xo + Az

Recta tangente a y = f(x) en xg

Figura 2.14: Vector tangente en funciones de una variable

Si se adopta un valor igual a Az para la componente del vector en la direcciéon z, la
componente en la direccion y serd igual al valor de la derivada (o pendiente de la recta
tangente) en xy multiplicado por el incremento Az. Por lo tanto, el vector tangente v,

resultara:
. . Az 1
vi=Az i+ f'(xg)Ax j= = Ax
['(xo) Az (o)
De manera andloga, para una funcién de dos variables z = f(z,y), es posible encontrar

dos vectores tangentes, linealmente independientes que estaran contenidos en un plano,

el cual a su vez, serd tangente a la funcién. Observando las Figuras 2.11a y 2.11b (que

DO
Ut
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representan lo mismo que la Figura 2.14), se tienen los vectores:

1
Ve =Az i+ 0j+ 8féx,y) Azr k = 0 Az
T o) of (z,y)
I Y
0
0
Vy:Oi—I—ij—i—f(;’y) Ay k = 1 Ay
Y l@owo) of (z,y)
L% o]

Plano tangente a f(x,y) en el punto (xg,yg, f (z:(i);\y()))

______

of)

aog! (w5

Figura 2.15: Vectores tangentes en funciones de dos variables

De la geometria analitica, se sabe que un plano puede hallarse anulando el siguiente
determinante (condicién que fuerza a que el punto genérico (z,y, z) pertenezca al plano

formado por los vectores tangentes):

T—%o Y—Y =z— %0
=0

Vg Ugyy (I

Uyz

siendo (z, y, z) las coordenadas de un punto genérico que pertenece al plano (descrito por el
vector en color verde en la Figura 2.15); v, Vgys Vs ¥ Uy, Uy, Uy, las componentes de los
vectores tangentes a la superficie, que también pertenecen al mismo plano; y (xg, 4o, 20) €s

el punto a partir del cual se calculara el plano. Para este caso en particular, el determinante
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resulta (ver las Ecuaciones de los vectores tangentes):

T—%o Y—Yo Z— 20
Az 0 of (z,y) A
ox ) =0
8f(x ) (z0,y0
0 A ik Ay
Ay (w0,y0)

La resolucién de este determinante es:

_0f(z,y)
ox

(- a0) - laf ot

Dividiendo todos los términos por el producto AxAy y despejando el término (z — zp):

z— 2= af(a:;’ y) (x —x9) + 3f((;; y)

AxAy AzAy| (y—yo) +AzAy(z—29) =0

(z0,%0) (z0,%0)

(v — wo)
(:E():yo)

(z0,90)
Esta expresion se conoce como plano tangente a la funcién en un punto xg = (o, ¥o)-
El valor de zy se obtiene al reemplazar en la funcién f(z,y) los valores de (zg, yo), es decir:
20 = f(2o,v0). Este concepto de plano tangente proviene de la definicién de diferencial,
ya que si se hace (z — o) = dz, (y —yo) = dy y (2 — 20 = dz), se obtiene la expresion
anteriormente mencionada (vea la Definicién 2.17).

Como se habra notado, para que exista el plano tangente es condicion necesaria y
suficiente que la funcién f(z,y) sea diferenciable en el punto xo = (¢, yo).

2.11.2. Recta normal

Para hallar la expresién de la recta normal a la funcién z = f(z,y) que pasa por el
punto xg = (xo, o) se recurrird a un teorema de geometria analitica, el cual expresa lo
siguiente:

Teorema 2.4. St a, b, ¢ y d son constantes y a su vez a, b y ¢ no son simultdineamente

nulas, entonces en la expresion genérica de un plano en R3:
ar +by+cz+d=0

las constantes a, b y ¢ corresponden a las componentes de un vector normal a dicho plano,

a

esdecirm=ai+bj+ck=|p|.

C
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1S3

Plano tangente a f(z,y) en el punto (g, Z/,(){Eff(:x(h Y0)) D

Figura 2.16: Vector normal al plano tangente

Por otra parte, se sabe que para plantear la ecuacién vectorial de una recta son
necesarios un punto, en este caso Xo = (g, Yo, 20), y un vector (el cual se denomina vector
director), n = [a b c]T. Por lo tanto, la ecuacién vectorial de la recta es x = x¢ + An.

En forma desarrollada:

T =20+ Aa
(I’,y,Z) - (130790;20) +)\<a7b7 C) =TI :y0+)\b
z2=2zy+ Ac

siendo A un escalar que cumple —oo < A < co. En forma vectorial:

x T a
r: |yl = |y +A1b
z 20 c

Despejando A en cada una de las ecuaciones:

xr— X
OZA

a
r: 4 yo:)\
Z—Z():/\

C

Como A es el mismo para las tres ecuaciones, es valido escribir:

T—Zo Y—Y ~Z— %

a b c

Observando la expresiéon del plano tangente determinada en la Seccién 2.11.1, es claro

que:
Tr — 2y . Y — Y . Z — 20
91 () = ) -7
Oz {(x0,y0) % l(zo0,50)
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Esta expresién se conoce como recta normal a la funcién en un punto x¢ = (g, 3o). El
valor —1 del denominador de la tercer igualdad se explicara en la Seccién 3.1.

Es sencillo notar que para que exista la recta normal a un punto xo = (¢, yo) de la
funcién, es condicién necesaria y suficiente que la funcién f(x,y) sea diferenciable en el
punto xo = (g, Yo)-

2.11.3. Diferenciales sucesivos

Antes de entrar a la definicién de los diferenciales sucesivos, es conveniente enunciar
el Teorema de Clairaut:
Teorema 2.5. Sea z = f(x,y) una funcion cuyo dominio abierto se encuentra incluido
en R2. Si existen las sequndas derivadas cruzadas y son continuas en el dominio, entonces

son iguales:
f(r.y) _ Pf(x,y)
0x0y Oyox

Este Teorema puede generalizarse a n variables independientes.

A partir de ahora, para calcular los diferenciales sucesivos se asumira que las condi-
ciones del Teorema de Clairaut son satisfechas. En la Seccion 2.11, se vio que el diferencial
df (z,y) = dz de una funcién z = f(z,y) es:

8f(x,y)dwr af(fc,y)dy

df (z,y) = pe oy

Ahora se desea calcular el diferencial segundo. Para ello, de manera analoga a lo hecho

en la Seccién 2.8.3, se calculara el “diferencial del diferencial”. Esto es:

of (z,y) of (z,y)
9 dr + ay dy]

& f(z,y) = d[df (e, y)] = d [

Se puede demostrar que el diferencial es un operador lineal, por esta razén es posible

hacer:
of(z,y) Of(z,y)
2 _
df(x,y)—dl 5 dr +d oy dy
*f(z,y) 0*f(z,y) *f(z,y) 0*f(z,y)
2 _ ) ) ) )
d*f(x,y) = l 2 dx + 920y dy| dx + Dyd dx + Dy? dy| dy
Aplicando propiedad distributiva:
0*f(z,y) *f(z,y) *f(x,y) 0*f(z,y)
2 _ ) 2 ) ) ) 2
d*f(x,y) = B2 dz” + 9wy dydzx + Dy dzdy + 5 dy

Teniendo en cuenta la igualdad de las derivadas cruzadas:

B 32f(x,y)d$z N 2821”(:6,@/)

0 f(x,y)
2 oz, y) o &, y) o
@Sl y) = Ox? 0xdy dy

dxdy + 8y2’
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La expresion anterior puede escribirse en forma mas compacta como el binomio:
2
#5te) = (etes ) S

La cual se resuelve como el cuadrado de un binomio, aplicando potencias a los diferenciales
y orden de derivacion para los simbolos de Jacobi (i) y ((98y> . Notese que la expresion
dentro del paréntesis carece de sentido por si sola. Por esta razon debe estar aplicada a una
funcién. Para obtener el diferencial k-ésimo de una funcion debe desarrollarse, siguiendo
las reglas basicas de potencias de binomios, la expresion:

0 o\
#1) = (fto+ ) s

Esto serd posible si y solo si la funcion es diferenciable hasta el orden k-ésimo en un punto

(z,y) considerado.
3. Campos R" — R™

Hasta ahora se ha venido trabajando con campos escalares de variable vectorial (es
decir, més de una variable independiente). Se mencion6 anteriormente que en los Ejemplos
de la Seccion 1, los niimero 4 y 5 no arrojaban como resultado un escalar, sino un vector.
Por esta razén, en esta Seccion se generalizara el concepto de campo. Se partird de la
expresion de funcién, definida en un dominio contenido en R™ e imagen definida en un

conjunto incluido en R™, para distintas combinaciones de los valores m y n, es decir:
f:R"—=R™
= Sin=1y m =1 se obtiene:
fR—=R
z—y=f(z)

Es decir una funcion escalar de variable escalar. En esta clasificacién entran todas
las funciones vistas en Célculo 1. Por ejemplo, la ecuaciéon de una recta y = ax + b,
con a y b constantes; el volumen de una esfera de radio R: V' = 4/37 R3, entre otros.
s Sin=2ym=1:
f:R*=SR
(z,y) = 2= f(z,y)

r=(z,y) = z=f(r)
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Esto corresponde a una funcion escalar de variable vectorial. Son las que se ha venido
estudiando en este curso hasta ahora. Son funciones cuyo dominio “vive” en el plano
xy y dan como resultado un ntimero. Ejemplos de este tipo de campo son: el area
de un rectangulo de base = y altura y, es decir A = xy; el periodo de vibraciéon T
de un oscilador de masa x y rigidez y: T' = 27r\/;7 , entre otros.

» Sin=3ym=1:

f:R* =R
(:L.?y?z)_)w:f(x?y7z)

r=(z,y,2) = w= f(r)

Este caso, al igual que el anterior, corresponde al de una funcién escalar de variable
vectorial. El dominio de la funcién w = f(x,y, 2) esté incluido en R? y la imagen es
un numero real, por lo que se encuentra incluida en R. Ejemplos de estos campos es
el volumen de un prisma rectangular, de base z, profundidad y y altura z, es decir:
V = zyz; la presion atmosférica es funcién de la altura sobre el nivel del mar, z, la
temperatura ambiente, x y la latitud y.

s Sin=kym=1:

f:RF SR
(21, T2,y oy g) = w = f(21, X2, ..., Tk)

r = (21,22, ....,2) = w = f(r)

Es el caso general de una funcién escalar de variable vectorial. Se tienen k varia-
bles independientes, las cuales a través de la funcién w = f(z1, 29, ..., xx) arrojan
como resultado un escalar, incluido en R. Ejemplos de este tipo de campos son los
desplazamientos w de una losa de material homogéneo y elastico, cuyo pardmetro
descriptivo es E, de su espesor h, cargada uniformemente segtin ¢ y apoyada segin
d.

» Sin=1ym>1:

f:R—-R™

r—f=1()=filr)e1 + ... + f()em
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3.1.

En forma vectorial:

fi(x)

() = fo()

| fm(2)

Este tipo de campos se denominan campos vectoriales. En este caso particular,

se trata de un campo vectorial de variable escalar. La funcién vectorial f(x) hace
corresponder a cada valor  un vector de m componentes. Un ejemplo de este tipo de
campos es, en Fisica, el tiro parabdlico. A cada instante de tiempo ¢ le corresponde
un vector de velocidad v, el cual puede descomponerse en dos direcciones, es decir
v(t) = v, (01 + vy (2)].

Sin>1ym>1:

f:R*" - R™
(21, T2y ey ) = £ =F(21, 20, ..y 2p) = fi(z, 22, .., xp)e1 + . + fr(@1, 22, o0y Tp)€m

r = (1,29, ...2,) = £ =1f(r) = fi(r)es + ... + fin(r)em

En forma vectorial:

fi(r) Z1
f(r) = f2:(r) conr=|"
| fm(r)] ||

En este caso, se trata de un campo vectorial de variable vectorial. El dominio del
campo se encuentra incluido en R”, mientras que la funciéon f genera un vector de
m componentes. Ejemplos de este tipo de campos son el campo gradiente, el campo
rotacional (que se verd més adelante en la materia), el campo gravitatorio, el campo

eléctrico, entre otros. Este tipo de campo son los més utilizados en Fisica.

Vector gradiente

Definiciéon 3.1. Dado un campo escalar z = f(z,y), diferenciable en xg = (2o, ¥o), se

define como gradiente de f en el punto xo = (¢, yo) al vector

If (@, y)
0 €, . 0 xZ, . ox
gradf:Vf(Xo):f(ay) 1—|—f(ay) j= 5
T Moo Y o) Of(x,y)
9 (a0
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En el caso que el campo escalar u = u(zy,...,x,) tenga n variables independientes, el
gradiente en el punto xo = (x1¢, T2, - .-, Tng) Sera:
ou(xy, ..., p) ou(xy, ..., xy)

e; +...+
(9131 ! axn

(Z105-Tno)

€n

(210,+Tno)

grad u = Vu(xg) =

En forma vectorial:

ou(zy, ..., xy)
81‘1

ou(xy, ..., xp)

grad u = Oy

ou(xy, ..., Tp)

oz,

Donde V se denomina operador Nabla y es un pseudovector, cuya expresion en R?

4 (z10,--%n0)

€es:

0

8i 0. ox
-~ Ox (’9y_g

dy

Mientras que en R3:

o. 0. o, |o

En R"™:

LOx),
Debido a que se trata de un pseudovector, si no esta aplicado a alguna funcién (escalar o

vectorial) carece de sentido.
El vector gradiente cumple con ciertas propiedades, de las cuales se demostraran sélo
algunas:
= Apunta en la direccion en la que crece la funcién. La verificaciéon de esta propiedad
puede realizarse si se calcula el gradiente sobre un mapa de contorno como el mos-
trado en la Figura 2.4. El vector siempre apuntara en la direccién donde los valores

de z son mayores. En la Seccion 3.2.3 se verd por que ocurre esto.
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» Su direccién es perpendicular a la funcién z = f(z,y) en un punto xo = (o, ¥o)-
Para mostrar esta propiedad, el gradiente se calculard con la funciéon en su forma

implicita. Esto es: z = f(zo,40) — f(z0,v0) — 2z = 0. Por lo tanto:

ox
0 ) . 0 ) .
V[f(%,yo)—z]:f(azw l+fgcy) j—1lk= M
(zo,y0) Yy (z0,%0) dy
-1
- 4 (z0,y0)

Por el Teorema 2.4 se verifica que las componentes del vector gradiente son las del
vector normal al plano tangente y por lo tanto a la funcién en el punto xo = (o, ¥o)-
Notese ademas que las componentes corresponden a los coeficientes directores de la
recta normal, vista en la Seccién 2.11.2, donde se explica la razén del —1 en el
denominador de la tercer igualdad.

= El vector gradiente es perpendicular a las curvas de nivel. Esto se enuncia y demues-

tra como el siguiente teorema:

Yy
Vf(CU(), yO) \
B
__________ - .
dy \ o0 i
r = |:$] o= | (mO, yO) :
Y1 (wo0) | | Curva de nivel
|  flry) =k
: :
| |
| | T
Ty dzr

Figura 3.1: Gradiente perpendicular a la curva de nivel

Teorema 3.1. Sea z = f(z,y) una funcion escalar de dos variables, xo = (o, Yo)
un punto que pertenece a la curva de nivel, definida como f(x,y) = k, siendo k una
constante (vea la Figura 3.1). Entonces V f(xq,y0) es perpendicular a la curva de

nivel, siempre que el gradiente exista.
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Demostracion: Sea r = xi + yj un vector que describe todos los puntos de la curva
de nivel. El vector tangente a la curva de nivel se obtiene derivando las componentes
de r: dr = dzi+ dyj. Por otro lado, la expresién de la curva de nivel es f(x,y) = k.
Diferenciando ambos miembros y recordando la definicién del diferencial de una

funcién de dos variables en un punto (z,yo) (Definiciéon 2.17) se tiene:

5 = ()

i+ Of (x,y)
ox

dy =0
dy Y

(z0,y0)

(z0,y0)
La igualacion a cero se debe a que la derivada de una constante k es igual a cero.

Por lo tanto, si se piensa al diferencial como el producto escalar de dos vectores:

dx

[Gf(w,y) 0f(x,y) _0

Oz ay ] (z0,y0) dy

(%0,y0)

V f (o, yo)Tdr =0

3.2. Derivada direccional

Definicién 3.2. Sea z = f(z,y) un campo escalar con dominio incluido en R? xo =
(zo,Y0) un punto interior al dominio, h un escalar que pertenece a R y v un vector
cualquiera que pertenece a R?, se define derivada direccional de f(x,y) con respecto

al vector v en el punto xq a la expresion:

f(xo+hv) — f(x0) I f(wo + hvg, yo + hvy) — f(x0, yo)
= lim ,
h—0 h h—0 h

siempre que el limite exista.

En la Seccién 2.8 se definieron las derivadas parciales con respecto a x o y como
el limite del cociente incremental de una sola variable incrementada cuando dicho
incremento Az o Ay tendia a cero. Estas derivadas podrian pensarse como una derivada
direccional con el vector v = (1,0) y h = Ax para la parcial con respecto a x; y con el
vector v .= (0,1) y h = Ay para la parcial con respecto a y. De esta manera, se puede
concluir que las derivadas parciales son un caso particular de las derivadas direccionales.

3.2.1. Significado geométrico de la derivada direccional

En la Figura 3.2 se observa que a medida que h tiende a cero, la recta de color azul
se vuelve tangente a la curva roja en el punto z = f(xg,yo). Esta curva ha sido generada
como la interseccién entre la funcién z = f(x,y) y un plano 7 con una inclinacién 6 con

respecto al eje x, misma inclinacion que el vector v.
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f(xo. .Uu]

e R

(=)

Figura 3.2: Derivada direccional con 6 = 7/4 = 90°

Por lo tanto, se podria concluir que la derivada direccional representa la pendiente
de la recta tangente en z = f(z¢,y0) a la curva generada por la interseccién
entre la funcién z = f(z,y) y un plano 7 que contiene al vector v. Por simpleza,
en este curso se considerara el moédulo de v igual a uno.

3.2.2. Derivada direccional de una funcién diferenciable

Hasta el momento se ha definido la derivada direccional de una funcién cualquiera.
Ahora se verda cémo se calcula una derivada direccional de una funcién diferenciable.
De acuerdo a lo expresado en la Secciéon 2.10, una funcién diferenciable es aquella cuyo
incremento Az puede escribirse como una combinacién lineal de los incrementos de las

variables independientes, méds un infinitésimo de orden superior (vea la Seccién 2.7):

A, = Y@y) A+ Hy)

2 oy Ay + O(p)

(z0,90)

(0,0)
De la Figura 3.3 es claro que Az = p cos(f) y Ay = p sen(f). Reemplazando en la

definicién de funcién diferenciable:

A, = Y@y

ox

p cos(0) + Lf(x, v)

o p sen(6) + O(p)

(z0,y0)

(z0,y0)
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Az

- ———-————

go--------

xo+ Az

Figura 3.3: Cambio de variables

Se puede demostrar que p = h (vea la Figura 3.2), por lo tanto, en la Definicién 3.2,

se puede reemplazar:

f(xo + hvg, yo + hvy) — f(z0,90)

flwo+ p cos(0), yo + p sen(0)] — f(xo, yo)

Def o yo) = Jiny h — o5 /
lo que equivale a escribir:
Az
va(an yO) = lim —
p—0 P

Reemplazando la expresion de Az:

of (x, of (z,
/ 7féxy) Y cos(0) + féyy) o P sen(8) + O(p)
Dy f(xo,y0) = }Jl_ff(l] ’ P ’

Operando, resulta que los dos primeros sumandos no dependen de p, por lo tanto:

Y o sento) 4t O

0s(0) +

(xO:yO)

Dy f(z0,%0) =

(movyo)
o P _ ]

Como % es un infinitésimo, tiende a cero cuando p tiende a cero. Por lo tanto, la

derivada direccional de una funcién diferenciable en un punto (zy,yy) segin un

vector v resulta:

Of(x,y)
y

of (z,y)

T 08(0)+

(x()vyo)

sen(f).

(x07y0)

Dy f(xo,%0) =

La expresion anterior puede considerarse como el producto escalar entre el vector gradiente
en el punto (zg,yy) y un vector de norma uno (versor), el cual posee una inclinacién

f con respecto al eje x:

ox oy

Do (0,0) = [af () 0f<$vy>] cos(0)
(

zo.y0) |sen(f)
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La expresién anterior se puede escribir en forma mas compacta como:

Dy f(x0) = Vf(XO)TV

Es claro que si el angulo @ (el cual es medido a partir de la rama positiva del eje z, vea
la Figura 3.2 y la Figura 3.3) es nulo (es decir, el versor estd incluido en el plano zz, o

dicho de otra forma, el versor tiene la misma direccién que el eje x), ocurre lo siguiente:

0f(z,y) 0f(z,y) cos(0)| _ 9f(z,y)

Ox dy ] (z0,w0) |sen(0) Ox

Dy f(x0) = [

(0,%0)

De manera andloga, si 0 es igual a 90° o 7/2 radianes (coincidente con el eje y):

Of(x,y) 9f(x,y) cos(m/2)| _ Of(w,y)

ox Jy ] (@o.y0) |sen(m/2) %

D.f(xo) = [

(33071/0)

Con esto se comprueba lo expresado en la Seccién 3.2.2 que las derivadas parciales eran
un caso particular de las derivadas direccionales.
Ejemplo 3.1. Calcular la derivada direccional de la funcién z = f(z,y) = 22* + y? en
el punto (1,2) cuando es intersecada por un plano cuya inclinacién es de 6 = % radianes
con respecto al eje x.

Como se trata de una funcién diferenciable y la direccién del plano esta dada como

un angulo medido a partir del eje x, la derivada direccional puede calcularse como:

Of(z, f(x, cos(#)
va(Xo) = Vf(XO)TV = [ flz y) fl@ y)]
Ox Ay (z0,y0) |sen(6)
El gradiente resulta:
of(z,y) 9(22% + y*)
“or = T s = 437|(1,2) =4
(z0,%0) (1,2)
of (z,y) 9(22° + y*)
T oy = P) = 29’(1,2) =4
Y l@owo) Y (1.2)

La derivada direccional es:

va(XO):[4 4} (6) 24\/§+4;:2\/§+2

2
T
sen | —
()
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3.2.3. Derivada direccional maxima y minima

En la Seccion 3.2.2 se vi6 que la derivada direccional podia resolverse como el producto
escalar entre dos vectores: el gradiente y un vector de norma uno que indicaba la direccion
del plano con el que se cortaba la funcion para asi generar la curva y encontrar la pendiente
de la recta tangente en un punto z = f(zo, o).

Existe una segunda manera de calcular el producto escalar entre dos vectores a y b,
y es la siguiente:

a-b=alb= |la|||Ib]| cos(«)

siendo || e || el médulo del vector e y « el angulo comprendido entre ellos (no confundir
con el dngulo € que se encontraba referido al eje x).

De esta manera, la derivada direccional puede calcularse de esta forma:

Dy f(x0) = [[Vf(x0)[l[[ ]| cos(a)

como el modulo del vector v es uno, el valor méaximo o minimo de la derivada direccional
dependera del angulo « con el que se evaltie. De esta manera, si & = 0 es decir, se evalia

la derivada direccional en la misma direccion del gradiente, esta serd maxima y tendra
como valor el médulo del gradiente en el punto (zg,yo):

2 8 2
] N [ f gc, y) ]
(z0,y0) Yy (z0,%0)

Analogamente, si & = 7 es decir, se evalta la derivada direccional en la direccién opuesta

Dot (X0)mas = |1V £ (x0) | cos(0) = [M

ox

al gradiente, esta serd minima y tendra como valor el médulo negativo del gradiente

2 a 2
] N { f (alw y) ]
(z0,%0) Yy (%0,%0)

Con esto se muestra lo enunciado como propiedad del gradiente en la Seccién 3.1 (la

en el punto (zg, yp):

Dy f(%X0)min = ||V f(x0)|| cos(m) = — {(w

funcion crece en la direccién y sentido del gradiente).

3.3. Funciones compuestas

3.3.1. Funciones compuestas de una variable independiente

Se denomina funcién compuesta de una variable independiente a una funciéon
z= f(z,y) con z = x(t) y y = y(t), lo que es equivalente a z = f[z(t), y(t)]. Es decir que

z depende (a través de f) de la variable t.
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Esto podria interpretarse de la siguiente manera (observe la Figura 3.4): t es un
pardametro que mapea pares de valores z y y a través de las funciones x = z(t) y y = y(t)
en el plano xzy. A su vez, la funcién f toma ese par de valores mapeados en el plano zy y
les asigna una altura z = f(z,y) a cada par.

Debido a que la variable de este campo escalar f es de tipo vectorial, la funcién

compuesta puede escribirse como:

z= fla,y) = flz(), y@)] = flr(®)]

conr(t) = (v,y) = i+ yj

2= fla,y) = flo), y(0)] = J1x(0)]

teR

Figura 3.4: Interpretacién de funcién compuesta de una variable independiente ()

La funciéon compuesta puede generalizarse para n variables independientes x4, zs, ..., z,
con r1 = z1(t),x9 = x(t), ...,z = x,(t), las cuales pueden agruparse en un vector
r=2xe+..+x,e,=1[r 22 --- xn]T.

Ejemplo 3.2. Dadas = = cos(t), y = sen(t) y z = 0.05t?, graficar la funcién h =
f(z,y,2) =\/2? + y? + z. Hacer variar t entre: —2m <t < 27.

Es claro que puede expresarse h como una funciéon del pardmetro escalar ¢, reempla-

zando x, y, z en h:
h(z,y,z) = \/m‘F z— h(t) = \/COSQ(t) + sen2(t) + 0.05¢>
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Figura 3.5: Funcién h = f(x,y, 2)

3.3.2. Derivada de funciones compuestas de una variable independiente

Para calcular la derivada de una funcién compuesta se hace uso de la denominada
regla de la cadena, la cual es una extension de la vista en Calculo I. Pero para hallar
la expresion se enuncia el siguiente teorema:

Teorema 3.2. Sea z = f(z,y) una funcion diferenciable en (z¢,yo), y las funciones
r = x(t) ey = y(t) derivables en t,. Entonces la funcion z = f(x,y) es derivable en

to y su erpresion es:

dz _ 0f(x,y) de(t)|  Of(x.y) dy(t)
dt Ox (%0,y0) dt to Ay (z0,y0) to
Demostracion:

Por hipétesis, z = f(z,y) es diferenciable en (x¢,yo) (vea la Definicién 2.16), por lo

tanto:
0 0
Az = f@.y) Ax + M Ay + e1Ax + e2Ay
ox ( oy
£0,Y0) (zo,y0)
Dividiendo la expresién por At:
Az Of(x,y) Az 0f(z,y) Ay Az Ay
—_ = — — tea—— e
At ox ( At dy At At At
0,Y0) (zo,y0)
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Como €; v €5 son infinitésimos en Ax y Ay lo son también en At. Esto se comprueba de
la siguiente manera: Si x = z(t), el incremento Ax = z(t + At) — z(t). Ahora si At — 0,
Az — 0 también. Para Ay es el mismo razonamiento.

Por ello, se toma el limite: At — 0 y sabiendo por hipétesis que = = z(t) e y = y(t)

son derivables en tg:

i 2%y, (@)
A0 A At or

Az 9f(z,y)
Agloft—i_ oy

m 294 1tm e 2% i
Aso At Ao AL Talto 2 A

|(=’B0,yo) |($0,yo)

dz _0f(xy)|  de@®)| | Of(y)| )
a O (z0.0) di to Oy (z0,%0) dt to
dx(t) dy(t)

T
at dt} el resultado del teorema puede expresarse en forma

Tomando @ = [
dt

vectorial como:

dz rdr(ty)
at ~ Vo) =
Es decir:
dx(t)
dz [01“(93,@/) 0f($,y)1 dt
dt Ox 9y (z0,Y0) dy(t>
Cdt iy

En el caso que existan n variables que dependan de t, es decir f = flz1(t), x2(t), ..., x,(t)]

la derivada resulta:

dxl(t)
i pdr(te)  [0f(wr,.n) OF (1, oy ) dt
@~ VI g _l O, O, ] '

(x105-%n0) dz, (1)
dt to
Ejemplo 3.3. Dada la funciéon z = f(z,y) = 2° — 22%¢® y a su vez z(t) = t + 2;

d
y(t) = t3 + 4, calcular d—j para t = 0.

Por hipétesis del Teorema 3.2, se asume que la funciéon z = f(x,y) es diferenciable

en un punto genérico (x,y), por lo tanto se puede calcular el gradiente:
Of (z,y) _ 0(z° — 22%y°)

= = bzt — 49
Oz Oz ! Szt — day?
Vf(%y): —>Vf(x,y)= 2,2
Of(,y) _0a® — 2" _ 0Ty
oy dy N 4
dr
Por otro lado se calcula el vector o COmo:
de  d(t+2)
a - a !
dr(t) dr(t) 1
: — =
dy dt®+4) 22
a  dt
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dr(t)
dt

La derivada d—j se calcula como V f(z,y)” , es decir:

dz [
— = |5at — 4xy3 —6x2y2}
dt 3t2
O:
d
d—j = <5x4 — 4aty3) — (6x2y2) 3t?

Ahora debe reemplazarse en la ecuacién anterior x y y por sus respectivas funciones en ¢:
dz _ 4 _ 3 3] _ 20,3 2] 942
= 5(t+2)" — 4(t +2)(° + 4)*] — [6(t +2)*(¢° + 4)*] 3¢

Observe que la expresion ha quedado completamente en funcion de ¢. Resta reemplazar

t = 0 y asi se obtendra el valor de la derivada:

dz

= = [5(0+2)" — 40 +2)(0° + 4)°] — [6(0 +2)*(0° + 4)] 3 07 = —432

t=0

3.3.3. Derivada de funciones compuestas de varias variables independientes

De manera similar a lo estudiado en la Seccién 3.3.2, cuando hay funciones compues-
tas que dependen de mas de una variable independiente, ya no se calculara la derivada
total, sino la derivada parcial de la funcién con respecto a cada una de las variables
independientes.

Sea z = f(u, v, w) diferenciable en (ug, vo, wo) y u = u(z,y),v =v(z,y) y w = w(z,y)
son funciones diferenciables en (xg,yo), con r(z,y) = u(z,y)er + v(z,y)es + w(zx,y)es =
[u(z,y) v(z,y) w(z, y)}T.aSiguigndo un razonamiento andlogo al descrito en la Seccion

r r

3.3.2, se necesita conocer — y —:
oz 7 dy

or ou(z,y) N 3v(x,y)e

ow(x,y)
(‘371; = aflj €1 + (S

o ° Ox 3
Por otra parte, se tiene:

ar ou(x,y) ov(zx,y) ow(z,y)
ay = ay e; + ay es + ay €3

Si se aplica el Teorema 3.2, se obtiene:

0z Of(u,v,w) du(z,y) N Of (u,v,w) dv(x,y) N Of (u,v,w) dw(x,y)
or ou ox ov ox ow ox

0z  Of(u,v,w) du(x,y) N Of (u,v,w) dv(z,y) n Of (u,v,w) dw(zx,y)

dy ou oy ov oy ow oy
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Lo que escrito en forma matricial resulta:

Ou(r,y)  Ou(z,y) |
ox y
ox oy ou ov ow or Jy
ow(z,y) Ow(zx,y)
ox dy

Si se tuviese una funcién de n variables, la forma de proceder es andloga a la vista.

3.4. Derivada de funciones implicitas

Definicién 3.3. Una funcién de la forma F'(x,y) = 0 define implicitamente a y como una
funcién diferenciable de = es decir y = f(x), de tal manera que se verifique F'(z, f(x)) =0
para cualquier x que pertenezca al dominio de f.

Ejemplo 3.4. Sea F(z,y) = 2°> + y + 10 = 0. De aqui puede despejarse y como funcién
de x de la siguiente manera:

y=x2—10

Con lo que se asegura que existe y = f(x).

Como se verd en el siguiente ejemplo, no siempre es posible (o sencillo) encontrar la
expresién y = f(x) para todos los puntos del dominio, sino que puede existir solamente
en forma local.

Ejemplo 3.5. Sea F(z,y) = 22 + y> + 2 = 0. Para que exista y = f(z) debe verificarse
lo siguiente:

Flz, f(z)] =2+ f(2)? +2 =0 — 2% + f(2)* = -2

Esto es una incoherencia, debido a que la suma de dos cantidades elevadas al cuadrado no
pueden dar como resultado un ntimero negativo (no en el campo de los niimeros Reales).
Por lo tanto, se concluye que para este ejemplo no existe y = f(x)

A continuacién se enunciara el teorema de la funcién implicita el cual brinda
las condiciones suficientes para asegurar que la funcién y = f(z) existe en determinado
entorno de un punto y ademads, sin conocer su expresion, permite obtener la derivada de

., . . dy
esta funcion explicita, es decir T
x

Teorema 3.3. Sea z = F(x,y) = 0 definida en una region abierta contenida en R* y un

punto (xo,yo) que pertenece a la region abierta. Si se verifica:

1. F(x0,9) =0
oF oF
2. éx,y)) ((;,y) existen y son continuas en U[(xo,yo),d] incluido en la region
x )
abierta.
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g OF(x,y) 40

Ay
(z0,y0)
entonces para todo x que pertenece al intervalo (xg — Az, xo+ Ax) existe una funcion

continua y derivable y = f(x) que verifica Flz, f(x)] = 0. Ademds, su derivada en x

viene dada por la expresion:

OF(z,y)
@ —_ Oz (z0,90)
de|, OF (z,y)
% laoan)

Este mismo resultado se pudo haber obtenido al aplicar el Teorema 3.2 (teorema de la
regla de la cadena) a la expresion F'(z,y) = 0, asumiendo que se cumplen las condiciones
de existencia y unicidad del teorema de funciéon implicita:

Se tiene F(x,y) = F[z, f(x)], es decir que F' depende de x y de y, la que a su vez

depende de x a través de f. Aplicando la regla de la cadena:

OF (z,y) OF (z,y) dy| _,
Ox Ty de|
(z0,Yo) Y (z0,Y0) o
Despejando:
OF (z,y)
@ — ax (x()vyl?)
de|, OF (z,y)
W o)
oF oF
Sien la tercera condicion del Teorema 3.3 se reemplaza ém,y) # 0 por éx, y)
4 (z0,%0) v (z0,y0)

0, es posible demostrar que F(z,y) = 0 define a x como funcién explicita de y a través
de z = g(y).

En el caso que se tengan mas de dos variables, el razonamiento es analogo. Para ello
se enunciara el teorema de la funcién implicita para varias variables.
Teorema 3.4. Sea w = F(x,y,2) = 0 definida en una region abierta contenida en R3 y
un punto (xo, Yo, 20) que pertenece a la region abierta. Si se verifica:

1. F(x(),yo, Zo) =0
OF (z,y,2) O0F(x,y,z) OF(x,y,z)

2. , , existen y son continuas en Ul(xqg, Yo, 20), 0] in-
ox dy 0z Y (@0, 40, 7)., 9]
cluido en la region abierta.
oF
3' (x7 y? Z) 7é 0
0z (
0,Y0,20)

entonces para todo punto (x,y) que pertenece al entorno Ul(xg,yo),d] existe una funcion

continua y derivable z = f(x,y) que verifica Flz,y, f(z,y)] = 0. Ademds, sus derivadas
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parciales en (xg,yo) vienen dadas por las expresiones:

OF (z,y,2)
af(l‘, y) _ O (z0,y0)
N T OF(x,y,2)
0z (0,%0)
OF (z,y,2)
of (z,y) _ Oy (z0,y0)
dy (0.40) OF (x,y, z)
0z (0,90)

En este caso, se dice que F(z,y,z) = 0 define en forma implicita a z como funcién
de z y y a través de z = f(x,y).
Ejemplo 3.6. Calcular Zi en el punto (1, 2) sabiendo que F(z,y) = y3+y?—by—2?—1 =
0

Para calcular ;Zi, primero deben verificarse las condiciones del Teorema 3.3, el cual
asegurard la existencia de una funcién explicita del tipo y = f(z). Las condiciones son:

1. F(zo,y0) =0

Flo,y)=y*+1>—by—2>—1=22422-52—-1>— 1 =0 — Verifica

OF(.y) OF(r.y)

2 3 3 debian existir y ser continuas en el entorno del punto (1,2):
T Y
oFr
M = —2x = —2 — Verifica
O (1,2)
or
M =3y* + 2y — 5 = 11 — Verifica
W lag
oF
3. La tercera y ultima condicion era que éx,y) debia ser distinta de cero, lo
Y lap

cual se comprobd en el item anterior, ya que vale 11
Con las 3 condiciones cumplidas, se puede asegurar que existe la funcién y = f(z) y que

d
la derivada d—y en el punto (1,2) vale:
T

OF (z,y)
@ _ ox 12 3
dz | OF(z,y) 11
W
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4. Desarrollo en series de Taylor

Como la mayoria de los temas tratados hasta ahora, este es una extension a dos
variables del desarrollo en series de Taylor visto en Calculo I. El mismo consistia en
aproximar una funcién “alrededor” de un punto. A medida que se tomaban derivadas de
mayor orden, el error entre la aproximacion y la funcién disminuia. La serie de Taylor

para una variable en el punto x, es:

df 1 a*f ) 1 df .
f(x) = f(xo) + @xo(x—xo)—Fa @xo(x—%) —l-...—l—a %xo(x_%) +7TC
Siendo TC (térmi lementario) ic L4 (& — o)™
iendo érmino complementario) cuya expresion es: r—x
P ya exp (n+ 1! damt] 0

0 un valor comprendido entre 0 y 1; y h la longitud del entorno (recordar que esta apro-
ximacién solamente es véalida en el entorno zo — h < = < x¢ + h). Como se observa, si
se requiere hacer el desarrollo hasta la derivada de orden n, es requisito fundamental que
la funcién y = f(z) sea derivable hasta el orden n + 1 (esto se debe a la existencia del
término complementario).

Ahora se definira el desarrollo de Taylor para funciones de dos variables.
Definicién 4.1. Sea z = f(z,y) una funcién diferenciable hasta el orden (n + 1)
inclusive, en un entorno del punto xo = (7o, ¥o), se puede aproximar la funciéon de dos
variables f(xo+Ax,yo+ Ay) mediante un polinomio de n-ésimo grado, en potencias de
Ax =x—x9y Ay =y — 1o, menos un término complementario. Recordando la expresién

de los diferenciales sucesivos (Seccién 2.11.3), el desarrollo resulta:

0 0
flxo+ Az, yo + Ay) = f(zo,y0) + (&JeAx + é)yAy> f(xo,y0)+

1/0 B 2 1/0 ) "
— [ —A —A o+ = =A —A
o <8x x+ 2y y) f(xo,y0) + ... + o (89{: T+ oy ?J) f(zo,y0)

1 9 9 (n+1)
— | =—A —A A A
+(n+1)! <8:c x+8y y) fxo + 0Ax, yo + 0AY)

siendo # un valor comprendido entre 0 y 1. El término que involucra a la derivada
n + 1 se conoce como término complementario.
Con esto, quedan claros dos conceptos:
» Este desarrollo es valido solamente en un entorno del punto xg = (g, yo). Es decir
que es valido para (z,y) € Ul(xo, %), 0]
= Para hallar un polinomio de grado n, es condicién necesaria que la funcién sea

diferenciable hasta el orden n + 1. Como se explico antes, esto es por el término
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complementario. Por ejemplo, si se requiere hacer una aproximacién con un po-
linomio cuadrético (orden 2), la funcién debe ser diferenciable hasta el orden

3.

Si en la expresion anterior se toma r = xg + Az y y = yo + Ay, se puede reescribir

o) = Haoem) + | 2o =) + 2= )| o)+
3t | e e =20+ oty =) Fan) | =m0+ 5 =) o
(n41)
i ot )+ =] e+ 6 = )+ 0y~ )

En el caso de no considerar el término complementario, el polinomio de aproximacion deja
de ser igual para convertirse en aproximado:
Fle) ~ Flow) + | o = 20) + Sy~ o) Sl )+
x,y) = f(xo, —(r—=x —(y — X0,
Y 05 Yo or 0 By Y=Y 05 Yo
110 0

31 |3 = )+ = | o) | )+ 3= )| )

Ademas puede escribirse en forma compacta:
fe~ S [+ 2w fanw

Por ejemplo, si se desarrolla para n = 3:

0 0
Few) ~ faow) + L) @-z)+ 2L -t
ox ( 0
0,%0) (%0,%0)
1 [o2f o2 f 92 f
a1 [63:2 (x —20)* +2 92y ($—$0)(y—yo)+ﬁ (y— o) | +
’ (z0,%0) (%0,Y0) (0,y0)
1 [ 0%
3 [a (o = o)’ +
’ (z0,y0)
1 83f 2 83f 2
3 m( ( — o) (y—yo)+3m (x —20)(y — y0)° | +
0,%0) (%0,%0)
1 3f
T
311 0% | a.40)

Ejemplo 4.1. Dada z = f(z,y) = e®cos(z + y), hallar el polinomio de Taylor hasta

orden 3 y graficar las aproximaciones de primero, segundo y tercer orden en el entorno

del punto (0, 1).
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Las derivadas parciales evaluadas en el punto (0, 1) hasta tercer orden resultan:

f(xo,y0) = €* cos(z +y)| ) = 0.54

0
M = e* COS(J? + y) —e” sen(m + y)|(0 1) — —0.301
ox ’
(z0,y0)
0
f((;ay) — —c"sen(z + 9)] g, = —0.841
Y @owo)
o2
gfgay) = —2¢"sen(x + y)| ) = —1.682
X (z0,y0)
82
éfx(g;fl) ( = —e"cos(z +y) — e sen(z + y)| ;) = —1.381
mO’yO)
o2
f;}(w;w = —¢* cos(x +y)| o) = —0.54
Yy (%0,y0)
83
M = —2¢"sen(z + y) — 2¢” cos(x + y)’(o 1)~ —2.763
ox3 ( 7
xO:yO)
" f(x,y)
Z NI = —2¢e” cos(x + y)— = —1.080
0720Y | (z40) et loy
*f(z,y)
77 = e"sin(z 4+ y) — e” cos(z + y) = 0.301
00T | (1 40) oy o
o
j(;(x?),y) = e"sen(z +y)| ) = 0.841
Yy (z0,y0)

» Aproximacion lineal (corresponde al plano tangente visto en la Seccién 2.11.1):
f(z,y) =~ 0.54 — 0.301x — 0.841(y — 1)
Trabajando la expresién anterior, el polinomio de primer grado es:
f(z,y) = —0.301z — 0.841y + 1.381
» Aproximacién cuadratica (o de segundo orden):
f(z,y) = 0.54 — 0.301x — 0.841(y — 1)+
1 2 2
o [—1.68227 + 2(—~1.381)a(y — 1) — 0.54(y — 1)?]

Operando, el polinomio de segundo grado resulta:

f(z,y) ~ —0.8412* — 0.27y* — 1.381zy + 1.08z — 0.301y + 1.11

49



Funciones de varias variables - 2022

» Aproximacion cibica (o de tercer orden):

Flz,y) ~ 0.54 — 0.301z — 0.841(y — 1)+

1
5 [—1.6822% + 2(—1.381)a(y — 1) — 0.54(y — 1)?] +

1
+3 [ 2.7637% + 3(—1.080)x*(y — 1) +3 0.301z(y — 1)* + 0.841(y — 1)3]

Aplicando propiedades distributivas y demas, el polinomio de tercer grado es:

f(z,y) = —0.46052° + 0.14y> — 0.542%y + 0.15052y* — 0.3012? — 0.6905%>

—1.682zy 4 1.23052 + 0.1195y + 0.97

En la Tabla 4.1 se presenta una comparacion entre las diferentes aproximaciones en un
entorno del punto donde han sido calculadas. Note que en la ultima fila, el punto resulta
lejano al que se calcularon las aproximaciones, por lo tanto los resultados que arrojan
éstas no pueden ser considerados por su baja exactitud.

En la Figura 4.1 se ha graficado la funcién del ejemplo y las aproximaciones desde
orden cero hasta el orden 3 en un entorno del punto (0,1) (representado como el circulo

de color rojo en el plano zy).

Punto Exacta ler orden 2do orden 3er orden
(0,1) 0.54030231 0.54 0.54 0.54
(0.05,0.99)  0.53217472  0.53336 0.5309235 0.5308825
(0.1,0.9) 0.5971264 0.594 0.59571  0.595835
(0.15,0.85)  0.62774172 0.621 0.6260975 0.6264425
(0.3,0.5) 0.94045569 0.8702 0.93325  0.938939
(-0.1,1.1) 0.48888574 0.486 0.48771  0.487555
(-0.2,1.2) 0.44236211 0.432 0.44184 0.44096
(0.5,0.5) 0.8908079 0.81 0.87675  0.887875
(1,2) -2.69107861 -0.602 -3.094 -3.806

Tabla 4.1: Comparacion entre los distintos grados de polinomios

Ot
=
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Aproximacion de

= f(xuy)
(=)bx(+]

Figura 4.1: Aproximacion de Taylor de diferentes érdenes

5. Extremos

5.1. Extremos libres

Uno de los usos de las derivadas es la localizacién de puntos maximos y minimos en
las funciones. Si bien existen extremos absolutos y relativos (ver la Figura 5.1), en este
curso se denotara a todos los extremos como relativos.

Definicién 5.1. Sea un campo escalar f : S — R con S C R", conjunto cerrado y
acotado. Tendrd un maximo o minimo absoluto en el punto xo = (%1, Zga, ..., Toy) Si S€
cumple para todo x = (21, x9, ..., x,) distintos a xg lo siguiente:

» Vx € S(x # Xo) : f(x) < f(x0) maximo absoluto

» Vx € S(x # Xg) : f(x) > f(Xo) minimo absoluto
Definicién 5.2. Sea un campo escalar f : S — R con § C R". Tendra un méaximo o
minimo relativo en el punto xo = (Zg1, Zo2, ..., Top,) Si existe un nimero § > 0 tal que para
todo x = (z1, %2, ..., ) € Ui(x0, ) se verifica:

» f(x) < f(xo) maximo relativo
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» f(x) > f(x¢) minimo relativo
Habiendo definido los puntos extremos, se plantea la siguiente pregunta: ;Coémo se
encuentran? Una vez hallados, jcomo saber si se trata de un maximo, un minimo o ninguno
de los dos? Para ello existe la condicién necesaria de existencia de extremos, la cual

se enunciara a continuacion.

Méximo absoluto
Maximo relativo

Maximo relativo

Minimo relativo

Minimo absoluto

Figura 5.1: Maximos y minimos relativos y absolutos

Teorema 5.1. Sea z = f(x,y) funcion que admite derivadas parciales, (xo,yo) un punto
interior del dominio de z = f(x,y). La condicion necesaria para que la funcion admita

extremos es que se verifique:

of (x,y)
or 0

of (x,y)

Ty =0

Note que esta condicién, en funciones diferenciables, equivale a anular el gradiente.

Recordando la Seccion 2.11.1, si las derivadas parciales son nulas, el plano tangente se
vuelve paralelo al zy, es decir z = zy. Resolviendo el sistema de ecuaciones planteado por
la condicién necesaria se encuentran las coordenadas de los puntos donde el plano tangente

se vuelve paralelo al xy. Estos puntos se denominan puntos criticos. No obstante, es
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posible que los puntos criticos sean maximos, minimos o puntos de ensilladura. Para
clasificarlos, es necesario analizar el signo del incremento de la funcion, esto es el Az:
» Si se verifica f(zo+ Az, yo + Ay) < f(xo,y0) = Az < 0, se estd en presencia de un
maximo.
» Por otra parte, si ocurre f(zg + Ax,yo + Ay) > f(xo,y0) = Az > 0, se estd en
presencia de un minimo
Existen varias maneras de analizar el signo de Az. La que se verd a continuacion es
el andlogo de Calculo I del signo de la derivada segunda.
Teorema 5.2. Sea (x¢,yo) un punto critico de z = f(z,y) una funcion con derivadas
parciales primeras y sequndas en un entorno de dicho punto, continuas y no simultanea-
mente nulas en (xg, o), entonces el signo de Az serd igual al del diferencial sequndo de
la funcion, d*f(x,y).

El desarrollo de Taylor para n = 1 es:

0 0
flxo + Az, yo + Ay) = f(zo,y0) + (%Am + ayAy> f(xo, yo)+

1(d o\’

con 0 < # < 1. De acuerdo a la condicién necesaria, el término lineal es igual a cero, y

por hipotesis se tiene que la continuidad de las derivadas segundas esta asegurada:

1/0 ) 2
f(xo + Az, yo + Ay) = f(z0,90) + (Ax + Ay) f(xo + 0Az,yo + 0AY)

21\ Oz dy
1 [o2 :
f(xo—i-Aﬂ%yo%-Ay):f($ojyo)+§ 5 +e1| Art+
T @o.0)
0? 1|0
/ + e | AzAy + — s + €3 Ay?
0x0y 2 | Oy?
(z0,y0) (z0,y0)

Los infinitésimos €1, €; y €3 tienden a cero cuando p = /Az? + Ay? también lo hace (Vea

la Seccién 2.10). En este caso, se tiene que
2 1 2 Lo
O(p*) = §€1AZIT + ArAyes + iAy €3

es un infinitésimo de orden superior a p?. Por lo que la expresiéon del incremento de la

funcion puede escribirse como:

1 02
Az = f(zo + Az, yo + Ay) — f(zo,y0) = = —]; Az?+
2 02| 140
0? 1 0?
/ AxAy + = —J; Ay? + O(p?)
00y (z0,90) 2 9y (z0,%0)
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Es decir que el signo del diferencial segundo d?f es igual al de Az. Por lo tanto, el
signo del diferencial segundo se puede analizar a través del determinante de la matriz

Hessiana. El cual tiene por expresion:

oy o
2
92 f 92 f P f 2 0x?  Oxdy
det [H(anyO)] = 8332 a ) - axa =
(zo,y0) y (w0,y0) Yy (z0,y0) 82f 82f
Oydr Oy |z 0

El determinante Hessiano debe calcularse para cada punto critico. En funcién del signo
que arroje el determinante, se tendran tres posibilidades:

» det [H(xo,y0)] > 0. Esto indica que el punto critico presenta un extremo. Esto

implica que las derivadas segundas en el punto con respecto a x y a y tienen el mismo

signo. En el entorno del punto critico la superficie queda situada a un mismo lado

82
del plano tangente: Si la superficie queda por debajo del plano (8]; < 0) se
x
(x07y0)
tendréa un maximo estricto; por el contrario, si la funcién queda por encima del
0 f
0x?

» det [H(xo,y0)] < 0. No hay extremo. Se produce el denominado punto de ensilla-

plano tangente

> 0) se tendrd un minimo estricto.
(z0,y0)

dura. La funcién nunca queda a un solo lado del plano tangente.

» det [H(xo,90)] = 0. Esto indica que esta metodologia no puede aportar informacién
para clasificar el extremo. Es un caso denominado dudoso. Para estudiar lo que
sucede, debe realizarse un procedimiento ad hoc.

Ejemplo 5.1. Hallar y clasificar (si los hubiere) los extremos de la funcién z = f(z,y) =
3 — 3y + 3

Para hallar las coordenadas de los extremos, debe aplicarse la condiciéon necesaria de

existencia: (1)
T,y
0w 0 322 -3y =0
_>
dy
Dividiendo ambas ecuaciones por 3:
> —y=0 (1)
—r+y*=0 (2)

De (1) se obtiene y = x2. Se reemplaza esto en (2):
—z+ (@) =r'-2=0—=>2("-1)=0

=
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Con lo que resultan dos valores posibles de x que satisfacen la igualdad: ;1 =0y x5 = 1.
Reemplazando estos valores de x en cualquiera de las ecuaciones de la condicién nece-
saria, se obtienen las coordenadas y de los puntos criticos. De esta manera, se obtienen

dos puntos criticos (puntos donde se anula el gradiente, pero que no necesariamente son

extremos):
= P, =(0,0)
L] P2 == (1, ].)

Para determinar si los puntos hallados son extremos, se analiza el signo del incremento
Az, a través del signo del diferencial segundo (vea el Teorema 5.2). Para ello, basta con

conocer el signo del determinante de la matriz Hessiana:
o2f  0*f
022 Oxdy 2
det [H(z, y)] = _

o2f  0*f
dydr Oy

Debe evaluarse el determinante para cada punto critico:

—1 2y

Y para el punto (1,1):

det [H(1,1)] = =3
—1 21
Lo que importa en estos resultados no es el ntimero, sino el signo. Por lo tanto, se pue-
de decir que en el punto (0,0) no hay extremo, puesto que el signo del determinante
es negativo (es un punto de ensilladura). Por el contrario, en el punto (1,1) hay extre-
mo, ya que el determinante es positivo. Para determinar si es un maximo o un minimo

2

debe evaluarse el signo de F) = 2. Como es positivo, se concluye que el punto
x
(1,1)

(1,1, f(1,1)) = (1,1, —1) hay un minimo relativo.
5.2. Extremos condicionados

Suponga lo siguiente: partiendo de un trozo de cartéon de area A (como el que se
observa en la Figura 5.2), se desea encontrar el maximo volumen que es capaz de almacenar
sin tener en cuenta la tapa superior. Esto es, la relaciéon entre los lados z, v vy z que

maximicen la funcién V(z,y, z) = zyz.

Ot
ot
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Z X zZ

o ®

z
0 0

Y
o o

z
o )

Desarrollo de la caja de cartéon

Caja armada

Figura 5.2: Descripcion del problema

De acuerdo a la Figura 5.2 el area puede calcularse como:
Alz,y, z) = 2xz + 2yz + xy

Despejando z de la expresién anterior:

A—uzy

z = m = p(z,y)

Por lo que la funcién volumen resultaria:

A—xy
Viz,y,o(x,y)] = xym
Operando:
Azy — 2%y?
1% _ YT I
[,y (2, y)] 21 9)

Con el procedimiento anterior, se ha impuesto a la funciéon volumen V = V(z,y, z) una
restriccion a través del area A. De esta manera, se ha reducido el problema a solamente
dos variables. Con esto, se pueden encontrar los extremos de la funcién volumen aplicando
el procedimiento visto en la Subseccion 5.1. Para ello, debe aplicarse la condicién necesaria

de existencia de extremos (vea el Teorema 5.1):

wvViry) _,
ox

WViwy) _,
dy
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Encontrando las derivadas parciales y operando se obtiene el siguiente sistema de ecua-

ciones:
oV(r,y)  y*(A—2xy—2a°) 0
or 2(x +y)? B
oV(r,y) a*(A—=2wy—y°) 0
oy 2(x +y)? N

A simple vista, se observa que una solucién del sistema es la trivial. Se descarta esta ya
que producirfa un volumen nulo de la caja (y ademds generarfa una indeterminacién). La

otra solucion se obtiene al anular simultaneamente los paréntesis en los numeradores:

A—2zy—2*>=0

A—2xy —y* =0
Restando miembro a miembro, se obtiene la condicién que maximiza el volumen de la
caja:
rT=y
Esto implica que la base debe ser cuadrada. La altura de la caja debe ser:

A—2x?
4x

z=p(z,y) =

Por lo que el volumen maximo sera:

La abscisa a la que se produce el volumen maximo, dada un area de cartén A se encuentra

como:
av A — 322
dx 4

Resolviendo esta ecuacién cuadratica (y considerando inicamente los resultados positivos,

ya que no existen voliimenes negativos) se obtiene:

1
Lmax = -A
3

En la Tabla 5.1 se muestran los valores de A y %, que generan voliimenes V' maximos.

Ot
-3
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A Tonaz \%
0 0 0
1 0.57735027 0.09622504
2 0.81649658 0.27216553
3 1 0.5
4 1.15470054 0.76980036
5 1.29099445 1.07582871
6 1.41421356 1.41421356
7 1.52752523 1.78211277
8 1.63299316 2.17732422
9 1.73205081 2.59807621

10 1.82574186  3.0429031

Tabla 5.1: Valores de A y %4, que generan volimenes maximos

En la Figura 5.3 se observa en linea roja la restriccion (area de cartén) y en verde,
algunas curvas de nivel de la funcion Volumen para distintos valores de A. En particular,
para A = 6 se encontré que el volumen maximo que puede contener dicha caja es de 1.414

y se produce para un valor de lado x = 1.414.

o Vi(z,A)

Figura 5.3: Gradientes paralelos

Puede apreciarse ademaés que los gradientes (tanto de la funcién Volumen como de la

restriccion de Area) son paralelos donde se produce el méximo volumen. Esta caracteristica

=
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posibilita el planteo de un método méas general para hallar extremos condicionados.

5.2.1. Meétodo de los multiplicadores de Lagrange

Cuando no es posible despejar (o es extremadamente complicado a pesar de verificarse

las condiciones del Teorema 3.4) una variable como funcién de otras (ver la resolucién de
la Subseccion 5.2) es posible recurrir a los multiplicadores de Lagrange. El método se basa,
en el paralelismo entre los vectores gradientes de la funcién a extremar y la condicion. El
método se presenta a través del siguiente teorema:
Teorema 5.3. Sean f: U CR" - R yg: U C R* = R funciones suaves dadas. Sean
xo € U y g(x0) = ¢, y sea S el conjunto de nivel para g con valor ¢ (conjunto de puntos
x € R" con g(x) = ¢). Suponga que Vg(xq) # 0.

Si f se encuentra restringida a S, tiene un mdximo o un minimo en S en Xq, entonces

existe un numero real A tal que:

V f(x0) = AVg(xo)

Noétese que la tesis del Teorema implica el paralelismo (mediante un nimero A) entre
los gradientes de la funcién y la condicién (vea la Figura 5.3). El niimero A se denomina
multiplicador de Lagrange.

Por lo tanto, resolver un problema de extremos condicionados es equivalente a resolver
el sistema de n 4 1 ecuaciones:

Of (x1,x2, ..., Ty) 0g(xq, 9, ..., Ty)

8901 = 8951

Of (x1,x2, ..., Ty) _ Aag(xl,xz, ey X))
8352 8$2

Of (x1,x2, ..., Ty) _ Aag(:vl,:cz, ey X))
8!13n axn

g(x1, 29, ..., ,) = C

Las incognitas del problema son:
Xo = |11 25 .. 7,]7 ¥y A

Otra manera de pensar en la resolucién es armar una funciéon auxiliar F' (conocida como

funcién de Lagrange) considerando a A como una variable mads, esto es:
F(x1,29, ..., xn, \) = f(x1, 22, ..., 2,) — Ng(x1, T2, ..., ) — €]
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Por condicién necesaria de existencia de extremos (Teorema 5.1) se plantea el sistema:

= Gy = a5
S
0= ({;i\? = g(z1, 29, ..., x,) — C

A continuacién se desarrollard con multiplicadores de Lagrange el mismo ejemplo de
la Subseccion 5.2.

Se necesitaba encontrar el méximo volumen V' (z,y,z) = zyz que podia almacenar
una caja de cartén de un area A(x,y, z) = 2xz + 2yz + xy (vea la Figura 5.2).

La funcién auxiliar de Lagrange resulta:
F(z,y,z,\) = zyz — N2x2 + 2yz + zy — A)

cuyas incégnitas son xz,y,z y A. El sistema de ecuaciones resultante de aplicar la condicion

necesaria de extremos es:

Ozaa];:yz—)\@z—i—y)
OZ(Z];:xZ—)\(2z+x)
Ozg:xy—A(2x+2y)
0:2];:—2xz—2yz—xy+A

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen las siguientes soluciones, en funcién de

la variable libre z:

T=1y
A—x?
Z:
4x
T
A= —
4
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Por lo tanto, el volumen en funciéon de A y de x resulta:

A — 2 Ax — 23
A = = 2 = ———
V(z,A) =ayz == ( P ) 1

Idéntico resultado obtenido por el procedimiento intuitivo. Para clasificar los puntos criti-
cos encontrados, se hara uso del Teorema 5.2, analizando el signo del diferencial segundo
de la funcién f(z,y) sujeto al signo del diferencial de la condicién. Esto se verd en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2. Encontrar los extremos de la funcién f(x,y) = zy-+?, sujeta a la condicién
y+2x =2.

La funcién auxiliar de Lagrange es:
F(z,y,\) = zy +2° — My + 2z — 2)

El sistema de ecuaciones resultante de aplicar la condicién necesaria de extremos es:

F
Ozg—zy+2x—2)\
ox
oF
0= —=2—\
oy o
oF
= —— =—y—2 2
0 B Y T+
La soluciéon de este sistema es:
r=1
y=0
A=1

Esto significa que en el punto P(1,0) la curva de nivel de f(z,y) = zy + 2 es tangente a

la condicién g(z,y) =y + 22 — 2 =0 (Ver Figura 5.4).

61



Funciones de varias variables - 2022

5 9

flo,y) =ay+a?
flx,y) =k

A

Figura 5.4: Verificacion grafica del resultado obtenido

La condicién suficiente de existencia de extremos se basa en el andlisis del signo del
diferencial segundo de la funcién f(z,y) juntamente con la condicién.

El diferencial segundo de f es (vea la Subsubseccion 2.11.3):

2
d2f:8—f da? + 2

2
0% | 24.40)

0*f
0y (

2
dzdy + ﬂ dy?
0y? (

Z0,Y0) 20,Y0)

Es decir:

& f = 2dx® + 2dxdy

Por otra parte, de la condicién g(z,y) = 0 se obtiene el diferencial primero:
dg =2dr +dy =0
De donde se obtiene la relacion entre diferenciales:
dy = —2dx
Reemplazando en la expresion del diferencial segundo:
d*f = 2dz” + 2dz(—2dz)

P f = —2da? < 0

Por lo que se concluye que en el punto P(1,0) hay un méximo.
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