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Leer atentamente las indicaciones

» En la hoja de solucién debe escribir
Registro.......... Apellidoy N.........oooviiiiiiiiin Especialidad ................
» La evaluacion consta de cinco ejercicios.

» Resolver la evaluacién en forma escrita en papel, con lapicera, indicando cada item
y con letra legible. NO se admite editor de texto de programa computacional.
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PDF.
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» Enviar a evacalculo2analisis2Z@gmail.com antes de las 19 has
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Ejercicio 1.
a. El Teorema que relaciona integrales de linea con integrales de superficie se denomina

Teorema de Stokes.......
Enunciar el citado teorema y el concepto fisico expresado en la tesis.

Sea S una superficie con vector normal unitario 1 dirigido al exterior, cuyo contorno es una curva
—
cerrada simple C, suave a trozos. Si V es un campo vectorial cuyas funciones componentes tienen
derivadas parciales continuas en una region abierta 9 que contiene Sy C, entonces:
— N — — =
§. V-di= [ (VAV)- -7 dS.
Concepto fisico expresado en la tesis: El teorema de Stokes establece que la circulacion a lo largo

de una curva simple cerrada es igual al flujo del rotor a través de una superficie abierta cualquiera,
que la tenga por borde.

El Teorema que relaciona integrales triples con integrales de superficie se denomina
Teorema de Gauss o la Divergencia.......

Enunciar el citado teorema y el concepto fisico expresado en su tesis.

Sea % una region sélida limitada por una superficie cerrada S cuyo vector normal unitario 1 estd
dirigido al exterior de S. Si F es un campo vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas
parciales continuas en % entonces,

s F-iids= I (div F) dxdydz.




Concepto fisico expresado en la tesis: El teorema de la divergencia establece que el flujo de un
vector ﬁ, que emana a través de una superficie S que rodea al sélido % es igual a la divergencia
total del vector F en el sélido 97 encerrado por la superficie S.

a. Completar la expresion fc v d.
i.  Sielintegrando es un campo escalar.

Jo floy)ds = fff(F(t))Il?’(t)lldt
ii. Sielintegrando es un campo vectorial:
Jo Feoy)dr = [JF(F®) -7 (0dt

Ejercicio 2.
a Plantear el area de la regién sombreada en la figura de dos formas, es decir,

A(R)=ffR dxdy=ffR dy dx

=  Seencuentra la interseccién de la circunferencia con el eje x negativo.
y=0
{2 ) - x2+0%2=1 - x*=1 - x=x11= P =(-10)
x‘+y =1
=  Se encuentra el punto de interseccidn entre la recta y la circunferencia.
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> AR) = [[, dxdy = fle 0lxdy+ffR2 dxdy

Nz oy 1 Ji-y?
A(R) = J-f dxdy=ﬂ- dxdy+ff dxdy = f dxdy + f dxdy
! " - R 1V - 175
Xryi=1
P, R1
> AR) = [[, dydx = fle dydx + ffRZ dydx
A(R) = ffR dydx = fle dydx + ffRZ dydx = f_ol fo Lot dydx + fol/ﬁfx 1ot dydx

R1 Eary=1

b Calcular el area de la regién sombreada en la figura. .

Utilizando coordenadas polares,

Xx =pcosH y=x
{}’:psenQ - O=sp=1 /
/_ xEry=1

Jacobiano: ] = p % <0<m

T 1 1'L"021 1 1 T 3
A(R)=j jpdpd9=f — d6=J -df==0| ==m
™ Jo 2 2 8

T 2 T
0 n




Ejercicio 3.
a. Dado F(x,y)=yx® i+(y—x)] y C:y=1-x* desde (0,1) hasta (1,0),
para calcular IE(X, y) dr :

i.  puede aplicar el Teorema de Green? ¢Por qué?

No se puede aplicar el teorema de Green, ya que C es una curva abierta, que no encierra una region.
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i. puede aplicar el Teorema de Funcion Potencial y el segundo teorema
fundamental? ¢Por qué?
No se puede aplicar el teorema de la funcién potencial ni el segundo teorema fundamental ya que

S
el campo vectorial F no es conservativo, no existe el campo escalar tal que sea gradiente de dicho
campo vectorial. Esto es P, = x3+-1=0,.

b. Calcular la integral de linea propuesta en el item anterior.

b

Jﬁwymﬁ=Jﬁ@an4%wm
c a
fo={,27 . ost=1
7t) =ti+ (1 —-td)] - 7'(t) =1+ (-2t)]
F(F®) = A —tH3T+ (1 - t2 - t)j
F(F@®) -7 () = (1 —tD3 + (1 = t2 — £)(=2t) = —t5 + 3t3 + 2t2 — 2t
1
F(x,y)d? = f F(7(t)) - 7' (t)dt

0
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F(x,y)d? = f(—t5 + 3t3 + 2t% — 2t)dt
0

. t6 t* t3
JF(x,y)dF=<——+3—+2——t2>

ﬁ\‘
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6 4 3
C 0
, 16 14 13 !
F(x,y)di =|——+3—+2——12
f (x,y)dr < 6+ 4+ 3 )0
C

R 1
F di = =
j‘ (x,y)dr 2
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Ejercicio 4.
Si F es un campo conservativo y ¢=xy+2y?+C su funcion potencial.
a Indicar la expresion del campo vectorial F. Justificar la respuesta.

Como F es un campo conservativo y ¢ es su funcidn potencial, como consecuencia del primer teorema
fundamental del calculo integral se tiene que

d = ¢ - ¢ - - -
F(x,y) =V¢(x,y) =£1+£1 =yl + (x + 4y)J.

b Calcular §ﬁd? siendo C los lados de un triangulo de lados (0,0), (1,0) (1,1) recorrida
C
en sentido anti horario. Justificar el resultado.

Como consecuencia del segundo teorema fundamental del calculo integral se verifica que el trabajo
realizado por un campo conservativo a lo largo de una trayectoria cerrada vale cero. Entonces, el

> N - .
calculode W = gﬁc F -dr = 0; ya que F es conservativo y C es una curva cerrada.

c Calcular _[AB F.dr siendo C la recta que une los puntos A = (0,1) y B = (1,0). Justificar el

B 10)
f F-d?=J B.ap
(

A 0,1)
Se aplica el Segundo Teorema fundamental del cdlculo integral,

procedimiento empleado.

(1.0) (1.0)_
f F-d?zf Vo - dif = ¢(1,0) — ¢(0,1) =C — (2+C) = =2
( (

0,1)
B—>
j Fodi=—2
A

Ejercicio 5.
Dada la superficie z=2+ x*+Yy?,
a Calcular el area latera de la superficie dada si z< 6. Graficar.

> El gréfico de la superficie S corresponde a un paraboloide, para z<6.

> AreaLateralde S. A(S) = [f, dS =[] " dxdy

R cos(7,z)

gx,y,z2)=—x*2—y?*+z-2=0



. Yg(xy,2)
n=

_ —2xl—2y]+ k

Vg y. 2l Jax? + 4y

o=

Proyeccion sobre el plano xy, con z=6.

= x*+4+y?=4

Z+1

- cos(,z) =

1
JAx2 + 4y2 + 1

ﬁ

dxdy f J4x2 + 4y? + 1 dxdy

~

Se hace el cambio a coordenadas polares,
{xfpcose > 0<p<2 ; 0<6<2nm
y =psenf
2w 2
A(S) = f j p+/4p? + 1dpd6
10 271'02 2
A(S) = —f = (4p? + 1)3/?
8J, 3 0
1 21 3
A(S) =— 2 —
S = 12 (17 1)dé
21
A(S) =— 175 -1
() 12( o) _
A(S) =11,51n

K
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b Dado el campo vectorial F(x, y,z) =2yx1—y* ]+ 8z k determinar el flujo del campo F

a traves del sélido formado por la superficie dada y el plano z = 6.

resultado. Graficar.

Interprete el

» El grafico de la superficie S corresponde a un paraboloide S; y el plano z=6. Es decir, la superficie

es un solido, cerrado.

PR - Pty 0

» Flujo del vector F.
hipotesis.

-1

Se aplicara el teorema de Gauss o de la divergencia ya que se verifican sus



CI>=ﬂﬁ-ﬁd5=ﬂj(divﬁ)dxdydz
S R

Es decir, el flujo del campo vectorial es,

o = f j j (div F)dxdydz
R R
Calculo de la divergencia de F

divF =P +Q,+R,=2y—2y+8=8

Para el cdlculo de la integral, se proyecta en el plano (x,y),

= x*+4+y?=4

Se hace el cambio de coordenadas. En este caso corresponde coordenadas cilindricas

x =pcosH -
y = psenf - En el circulo En el grdfico de la
z=1z O<p=2 ; superficie
0<6<2m ; 2+p?<z<6
J=r
2w 2 6
O = j j (div F)dxdydz = f f f 8pdzdpd6

R 0 0 2+p2

2w 2
D = SJ Jpzlgﬂ,zdpde

00
2w 2 2w 2

d = 8f f(ep — p(2 + p?))dpdb = 8f f(4-p — p3)dpd6
0 0 0 0

_ 21 p 2 B 21 B 2
®=8[" (207 ~5)| d6 =87 4d0 =32615"

b = 64m

Interpretacion: Como el flujo de Fes positivo, entonces predomina el flujo saliente.

Nota. Otra forma de calcular el flujo de F es por definicién.

En este caso, como S es un sélido (superficie cerrada), se debe calcular el flujo sobre el
paraboloide; sobre la tapa (interseccion del paraboloide con el plano z=6) y luego sumar

ambos para obtener el flujo total.
Esto es,

d = ffsl F-m,dS, + ffsz F-m,dS, ; siendo S, el paraboloide y S, la tapa



, 1 S 1
&= || Fn ——=—dxd F-n, ——=—dxd
ff ™ cos(nq, z) X y+ff 2 cos(n,, z) xay
Ry

2

Luego, se procede a calcular,

. Vg2 _ —2xT—2y]+ k 1

T B - cos(ny, z) =
' IVg(x,y.2)|| 4x2 +4y2 +1 (n1,2)
ﬁ; = (0,0,1) e COS(n_Z), Z) =1

> -2 -2 1
F'ﬁf:Z)/x( - )—y2< Y >+82< )
VAxXZ +4y% +1 VAxZ 4+ 4y% +1 JAxZ +4y2 +1

>, —4x%y+2y348z
> F-n — TAXTyrey oz

L™ JaxZray?el

JaZ+4yr+1

> F'n,=8z=8-6=48

—4x2%y + 2y3 + 8z
P =ff yrey \/4x2+4y2+1dxdy+ff48dxdy
: JAxZ +4y2 +1 :
1 2

Se deja al lector que realice el calculo correspondiente.

Es claro que esta forma de cdlculo es tediosa y el ejercicio se resuelve aplicando el Teorema de Garss

(se verifican las hipodtesis del teorema) y facilita los cdlculos.



