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Integrales de Superficie

INTEGRALES DE SUPERFICIE
1. INTRODUCCION

Las integrales de superficie y sus aplicaciones son los temas que se abordan a continuacion.
En este tipo de integrales la region o dominio de integracion es una superficie, por lo que se
recuerdan algunos conceptos sobre ellas.

1.1.Parametrizacion de superficies

Un método para expresar analiticamente una superficie es la representaciéon implicita.
La cual se expresa como un conjunto de puntos (x,y,z) que satisfacen una ecuacion de la
forma F(x,y,z) = 0. La que sera muy utilizada en esta guia.

Cuando es posible despejar una de las coordenadas en funcion de las otras dos, por
ejemplo z en funcién de x e y, obtenemos una representacion explicita dada por una o
varias ecuaciones de la forma z = f(x,y).

Ejemplo 1.1. Una esfera de radio 1 y centro en el origen de coordenadas tiene la
representacion implicita x> +y?+z2-1=0.
Al despejar z, se obtienen dos ecuaciones:

Z=++1-x>—y? y z=—+1-x?—y?
La primera es la representacién explicita de la semiesfera superior y la segunda es la
representacion explicita de la semiesfera inferior.

Otro método de representacion de superficies es la representacion paramétrica o vectorial
por medio de ecuaciones que expresan las variables en funcidon de paradmetros.

Dada z = f(x, y) su representacion paramétrica en funcion de dos parametros u, v esta
dada por las ecuaciones: x = x(u,Vv) ; y=y(u,Vv) ; z=2z(u, V). El punto (u, v) varia en un
conjunto conexo bidimensional T en el plano u v, y los puntos (X, y, z) correspondientes
constituyen una porcién de superficie en el espacio x y z. Este método es analogo al de la
representacion de una curva en R®, mediante tres ecuaciones con un parametro.

Si se introduce el radio vector r=r(u,v) que une el origen a un punto genérico (X, y, z) de la

superficie, se puede combinar las tres ecuaciones paramétricas en una ecuacion vectorial:

F(u,v)=x(Uu,v)i+y(,Vv)]j+z(u,v)k, donde (u, v) e T, este vector describe la superficie.

Z r N
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Ver en ANEXO INTEGRALES DE SUPERFICIE ejemplos de representacion paramétrica de
superficies y parametrizacion de una superficie de revolucién

2. INTEGRALES DE SUPERFICIE PARA CAMPOS VECTORIALES

2.1.Producto vectorial fundamental.
Se considera una superficie representada por la ecuacion vectorial:

F(uv)=x(uVv)i+y(uv)j+z(uv)k ;donde (uv)eT
Si X, y, z son funciones de u, v; con derivadas parciales continuas en T podemos considerar
los vectores:
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Se considera en T un segmento rectilineo horizontal. Su imagen por r es una curva (llamada
u-curva) situada en r(T).

v A

x=x(uv)

!

y=yuv)

z=2z(u,v)

v

X

Si v=cte =c,, entonces F(u,c,)=x(u,c,)i +y(u,c,)j+z(u,c,)k=F"(u)

Luego: 1, =T,(u,c, ) es el vector tangente a la curva generada por v = cte.

Si u=cte=c,
F(c,v)=x(c V)i +y(c,v)j+z(c,v)k=F (v) porloque

r,=r,(c,,v) es el vector tangente a una curva generada por u = cte.

Un rectangulo en T que tenga un area Au Av se convierte en una porcion de (T ) que se
aproxima por un paralelogramo determinado por los vectores r, Au y T, Av. El area del
paralelogramo determinado por r; Au y 1, Av es el médulo de su producto vectorial

IT, Au AT AV | =] T, AT, | AuAv
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Sea r=r(uyv) —— dr=r, du+r,dv
siv=cte— d,f=r, du esparaleloar, ,

siu=cte» d,r=r, du esparaleloar,

Vo, Z 4F, Au

AV

Av

<

Au

Luego el diferencial de superficie es: dS=|F, du A F, dv||=|F, A F, [dudv

Asi, la norma del producto vectorial fundamental de 1, AT, se puede considerar como

un factor de proporcionalidad de las areas.

2.2. Definicion de area de una superficie alabeada

Sea S = r(T) una superficie paramétrica representada por la funcion r definida en una

region T del plano uv. Un rectangulo en T de areas Au Av es aplicado por r sobre un
paralelogramo curvilineo en S con area aproximadamente igual a:

IT, A F, |AuAv

Observacion.
e Si(uv) esun punto en T en el cual 1, y r, son continuas y el producto vectorial

fundamental no es nulo, el punto imagen r(u,v) se llama punto regular de 7. Una
superficie r =r(u,v) se llama regular si todos sus puntos son regulares. En cada punto
regular los vectores [, y I, determinan un plano que tiene el vector T, A I, como

normal. El plano determinado por 1, y I, es el plano tangente a la superficie.

e Los puntos en los que no son continuas I, 6 I, o bien T, A T, =0, se llaman puntos

singulares de 1. En los puntos en que este producto vectorial es nulo el paralelogramo
degenera en una curva o un punto.
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e La continuidad de r,r, ,r, determina que no existen aristas o "puntos singulares" en la

superficie, la no anulacion de 1, A T, evita los casos de degeneracion antes citados.

2.3. Definicion de area de una superficie paramétrica:
El &rea de una superficie S, que se representa por A(S) , se define por la integral

A® = [[ds = [[Ir, A %] du dv
S T
Observe que S representa una superficie alabeada en el espacio y T una region plana en uv.

2.4.Area de superficies alabeadas en coordenadas cartesianas
Si S esta dada en forma explicita por una ecuacion de la forma z = f(x,y), se usa x e y como
parametros, o sea X =X, Yy =Y, z = f(x,y) obteniendo la siguiente ecuacién vectorial

FOXLY) =X T+Y J+f(xy) Kk

Esta representacion nos da siempre una superficie paramétrica simple. La regiéon T es la
proyeccion de la superficie sobre el plano xy.

A
z

N

~Z =1(x,y)
g
(X.y)
X T
Para calcular el producto vectorial fundamental se calcula:
=1 +fy k r=J+fy k
Sif (x,y) es diferenciable se obtiene:
i J Kk
fe A Ty=[1 0 fyl=—f, I-f, ]+ k
0 1 fy

Puesto que la componente zde r, A F, es 1, el producto vectorial fundamental nunca es

cero. Luego los unicos puntos singulares que pueden presentarse por esta representacion
son aquellos puntos en los que al menos una de las derivadas parciales f, 0 f  no sea

continua.




Integrales de Superficie
i » l-ba -5l e
AT dcdy=1+f7+f7 dx dy

La integral para calcular el area de la superficie toma la forma:

A(S):‘”d8=”4/1+fx2+fy2 dx dy
T

Nota. Cuando S esta en un plano paralelo al plano xy, la funcién f(x,y) es constante , de

En este caso,

dS =

modoque f, =f =0 ,luego
AS)= [ dx dy
T

gue coincide con la forma corriente para el calculo de areas de regiones planas.

Ejercicio 2.1. Cuando trabaja con A(S)=HdS:H1/1+fX2+fy2 dx dy determine vy
S T

grafique los dominios de integracién Sy T. Indique qué tipo de integrales se relacionan.

2.5.Definicion de diferencial superficie dS

Se deduce una de las expresiones de dS.
En cada punto de S, definida por z = f(X,y) se considera el &ngulo y formado por el vector
normal n=TF, A I, yelvector unitario k

A

V4

=
3
Il
Wt

X

Si z= f(x,y) el vector normal queda:

i=f AT, =—f0i—f j+k

Se realiza el producto escalar  fi-k =|f] HIZH cosy
def

—=

X

|75 A

-

AN

“<-‘l

para los versores fi= y k el producto escalar es

“<-1l
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- (fT=f j+k) - . . . _
nk = = . y ~como el versor fi=cosai+cosfj+cosyk, entonces
[ s
Cosy = 1 por lo que re A FyH:i
L cos 7
Luego: ds = |T, A F, |dudv = er A rdexdy:Ftydxdy

Este dS permite calcular el area de una superficie S, o sea una integral de superficie
transformandola en una integral doble.

AS)=[[ds = [[|r, A T,] du dv= g% dx dy
S T

Teniendo en cuenta que cosy = cos (i, z) = cos (fi,k) , se expresa el diferencial de superficie

como,
_dxdy  dxdy
cos(fi,z) cos (k)

Y la integral que calcula el area como,

1 1
A(S) = jTj (D) dx dy = jTj e dx dy

Por analogia para:
dy dz  dydz

e x=T(y,z) eldiferencial de superficie toma la forma dS = —— = —
cos(n,x) cos(n,i)

dx dz  dx dz
cos(f,y) cos(f,j)

e Yy=g(x,z) eldiferencial de superficie tomalaforma dS =

Ejercicio 2.2. Una integral de superficie es una integral doble? Justifique su respuesta.
Ver otras deducciones de dS en ANEXO- INTEGRALES DE SUPERFICIE .

Ejemplo 2.1.

Encuentre el area lateral de la superficie del paraboloide z=x?+y? interceptado por el
plano z = 4.
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dxdy
cos(fi,7)

Se va a calcular A(S) = H ds se utiliza ds =
S
Para la superficie dada la normal exterior es
—2xi —2yj +k 1
J1+4x2 +4y2 J1+4x2 +4y?

Asi el area lateral se plantea de la siguiente manera

A(S) = [[ J1+4x* +4y? dydx
T

Para su resolucion se utilizan coordenadas polares obteniendo:’% (17V17 - 1)
Se deja al lector indicar los pasos para resolver la integral.

A = cos(ii,Z) =

3. INTEGRALES DE SUPERICIE PARA CAMPOS ESCALARES

Para calcular una integral de superficie es necesario que su dominio de integracion sea una
funcion escalar con condiciones de integrabilidad.
Trabajamos con un campo escalar f = f(x,y,z) definido y continuo en S, con derivadas

parciales primeras continuas en T y una expresion escalar para el dS:

dS =, AT, dudv
Luego
[[fds=[[f [F(uv)] [, AT, dudv
T

S

4. APKUCACIONES
Cuando f = f(x,y,z) =1, el &rea de una superficie alabeada se calcula:

)= e = [l ~ &l cu av= [[ o ax o
S T

Ejemplo 4.1. Calcular el area lateral de la porcion del plano 2x + y + 2z = 6, ubicada en el
primer octante.

Grafica de 5
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. - . 1
Se trabaja con la expresion del plano en forma explicita  z = 5 (6 - 2x —y)
Para calcular el dS, se necesita calcular el versor normal

VS 2i+j+2k 1

fi= = ==(2i+j+2k) , luego cos(ﬁ,Z’):g por lo que
VS| Ja+1+4 3( ) 3

dS = L

3
=————dxdy = —dxd
cos(n,Z) / 2 y

Por lo que el area lateral es:

A(S):Ljds =jj j:z gdydx= 9

4.1.Centro de gravedad. Momento de inercia
Si el campo escalar f = f(x,y,z) se interpreta como la densidad (masa por unidad de area)

de una lamina delgada adaptada a la superficie S, la masa total m de la superficie se define
por la formula

m:jjf(x,y,z) ds
S

Su centro de gravedad, el punto (X,y,Z) es determinado por las férmulas.

Xm:_[[x f(x,y,z)dS, y, :jjy f(x,y,z) dS, Zmzﬂz f(x,y,z) dS
S S S

El momento de inercia I, de S alrededor de un eje L cualquiera viene dado por:
I =H52(x,y,z) f(x,y,z) dS
S

donde &/ x,y,z) representa la distancia de un punto genérico (x,y,z) de S a la recta L.

Ejemplo 4.2.

Determinar el centro de gravedad de la superficie de una semiesfera de radio a.

Se utiliza la representacion: F(u,v)=a cosu cosV i +a senu cosv j+a senv k con
0<u<2n, 0<v<n/2

Donde, |f, A ,[=a*cosv
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En este ejemplo se considera la densidad f = f(x,y,z) constante, f =c.

mzﬁf dS=cHdS=27r a’c
S S

Debido a la simetria, las coordenadas X e y del centro de gravedad son 0.

Zm:cﬂz dS=c_Ua senv a® cosv du dv
S T

2 ”2
=ca’ I J'senv cosvdvdu=z a®c, luego z=x a°
0 0

5. INTEGRALES DE SUPERFICIE. FLUJO

Los vectores fisicos, mecanicos o geométricos, son cantidades dirigidas, diferenciandose los
primeros en que se extienden en una region, donde, pasando de un punto al otro, varian en
magnitud y direccion en forma continua, por no estar confinados en un punto de aplicacién
determinado. La region en donde varia el vector es su campo.

Para cada punto aislado ambas especies de vectores se identifican en la misma definicion y,
por consiguiente, las operaciones basicas, suma, producto, etc., les son comunes y se
efectlan en igual forma.

La propiedad de extenderse en el espacio, implica la definicién de una nueva magnitud
caracteristica, que es el flujo.

Supongamos una superficie S inmersa en un fluido que tiene un campo de velocidades F y
sea AS el area de un trozo pequefio de superficie S (area de un elemento infinitesimal de

superficie) sobre el cual se puede considerar F aproximadamente constante. La cantidad de
fluido (volumen del fluido) que atraviesa esta region por unidad de tiempo esta determinada

aproximadamente por el volumen de la columna de altura F.n

compn A<

10
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Por lo tanto, el volumen del fluido A® que atraviesa el elemento infinitesimal de superficie
AS por unidad de tiempo esta determinado por: AD = F.AAaS

El volumen total del fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiempo (flujo total) se
define sumando los A®, = F, .f, 4S; correspondientes a cada elemento infinitesimal de

n n
superficie se suman, estoes > Ad; =» F -fi; 45; tomando el limite cuando |P|| tiende
i=1 i=1

n
a cero | Iiﬂn . Z A® ; se llega a la definicion de fluido.
P|— i—1

5.1. Definicion de flujo
Definicién 5.1. El flujo total de F através de S mediante la integral de superficie se calcula
@ = [[F.nds.
S

Si p(x,y,z) representa la densidad del fluido, entonces @ = ﬂp F - fi dS representa la masa
S

de fluido que emana a través de S por unidad de tiempo.

Observaciones:

e La naturaleza del campo vectorial determina diversas clases de flujo que se calculan
con la integral definida anteriormente, por ejemplo flujo eléctrico, flujo magnético, flujo
de calor, etc.

e Toda superficie tiene dos vectores normales:

—

e Sila superficie es abierta uno superior (con componente k positiva) y otro inferior.
e Sila superficie es cerrada uno exterior y otro interior.

El gradiente proporciona un método conveniente para encontrar un vector normal unitario.

Para una superficie S definida por z = g(x,y), podemos determinar, de ser posible, dos
funciones implicitas G: z - g(x,y) =0 ; g(x,y) — z = 0, generando esto los vectores unitarios
respectivos

VG _ —0, (%,¥)T = g, (x,y)T+k

[ve| \/1+[ g, (x.y)] +[9y(x,y)]2

VG 9x (. Y)T+ g, (xy) -k

[vel i \/1+[ g, (x.y)] +[9y(X,Y)]2

ﬁ:

11




Integrales de Superficie

direccién hacia abajo

v
v

X direccion hacia arriba

Si se toma de referencia la normal externa, se determina el caracter del flujo emanado.

El flujo ® puede ser positivo, negativo o nulo.

e Si @ es positivo, predomina el saliente.

e Si @ es negativo, prevalece el flujo entrante.

e Si ® es nulo puede significa que el vector dentro del recinto no existe, o bien que los
flujos entrantes y salientes son iguales, en cuyo caso el flujo resultante es pasante.

Ejemplo 5.1.

Calcular el flujo del vector F =yz i +2x j+yx k ; através de una esfera de radio a.

_ z
El versor normal a la esferaes i = k, por loque cos(i,z)=— |,
a

y el diferencial de superficie correspondiente es dS = dedy.
z

Luego: E.A=Y2, 2Y yxz _3yzX
a a a a

If~ﬁdS:3yZX%dxdy.

Por lo que el flujoes: @ = ﬂF n dS =ﬂ 3yxdxdy
T

Se ha transformado la integral de superficie en una integral doble.

Se utilizan coordenadas polares proyectando sobre el plano xy.

2n a 2n

= J'J‘ 3xydxdy = J‘ ISpscose senfdpdd = = J. %PA
T 00 0

a

cos 0 sen0do =
0

2n
=0,

0

2n 3
=I 4a 4 cos0 send do =
0

34sen6
2

12
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6. DIVERGENCIA'Y ROTOR DE UN CAMPO VECTORIAL

6.1.Operador Nabla de Hamilton
Hamilton introdujo el operador simbdlico (nabla o delta invertido) definido por:
vi2 +] 7 k2
o X oy 01

lo que determina un seudo vector ya que solo indica operaciones a realizar.

Se considera cuando,
a. El operador nabla esta aplicado a una funcion escalar U = U(x,y,2)
vu{r o 70 @ Ju_auhau = U
X

+ ] + = ]+
oy oz o X oy i

Se obtiene un vector llamado gradiente de U, VU =grad U

b. Si el operador nabla estd multiplicado escalarmente por un campo vectorial
F(x.y,2) =P (x,y,2)i +Q(x,y,2) j +R(x,y,z) k campo vectorial

?-ﬁ:Ti+]i+Ri -(PT+Q]+RE):§P+aQ+§R
0 X ox Jy 21z

oy 0z

Se obtiene un escalar denominado divergencia de F,V-E=divF

c. Si el operador nabla multiplicado vectorialmente por un campo vectorial

F(x,y,2) =P (x,y,2)i +Q(x,y,2) j +R(x,y,z) k campo vectorial

i)k

GaF-|2 2 2| _[dR _2Q h(ﬁ_@]ﬁ 2Q_oP)p
oX 0y 012 y Jdz 21 JX ax 2y
P Q R

Se obtiene un vector denominado el rotor de F, VAFE =rot E

Ejercicio 6.1. Dado los campos F(x,y,z)=zyi +2zy j+3xyk y f=f(x,y,2) = sen(xy) +

3zx, calcular Vf=grad f; V.F =div F y VAF =rot F segun corresponda.

V f=grad f = (ycos(xy)+3z)i +xcos(xy) j +3xk
FodvE=2P 2Q JR_
ox Jy 2z

<!

2z

13
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i j k

rot |f: V/\If=ﬁ i 2 %_@ (E_@)_’ @_@
ox oy oz oy o oy
P Q R

=(3x—2y)i+(y-3y) j+(0-2) k

Luego el rotor del campo vectorial es:
rot F=VAF=(3x-2y)i +(-2y) j+(-2) k

6.2. Significado fisico de divergenciay rotor.

1. Divergencia
Si V es un campo de velocidades en el movimiento de un fluido, la divV representa la

variacion de flujo por unidad de volumen (velocidad de expansién por unidad de volumen) en
cada punto.
dlv\7—d@ _ D, —-D
dv V
En un sistema de fluidos, la divergencia también se puede interpretar como una medida de
la raz6n de cambio de la densidad (o volumen)del fluido en un punto, en otras palabras la

divergencia es una medida de la compresibilidad del fluido.

¢ = variacion del flujo por unidad de volumen.

e Sies divV =0, el fluido se llama incompresible.
div V O:%-O—)(D cte = &, =D,

En un campo electromagnético, si divV =0, se dice que el campo vectorial es solenoidal.
divF =0

Ejemplo 6.1. Sea F(x,y)=2]j.
Es facil comprobar que div(ﬁ) =V.F=0. Esto se puede ver en un grafico del campo vectorial
y una circunferencia en este grafico.

14
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T T T T T T T T T [ T 7T
-2 -1 o
®

Se deja al lector que
dado.

La Figura permite observar que los
vectores que "entran” en la circunferencia
son igual en magnitud que los vectores
gue "salen", esto indica que la cantidad de
fludo que ‘"entra” es la misma
cantidad que "sale". En este caso la
divergencia es cero.

calcule analiticamente el valor de la divergencia del campo vectorial

e Sies divV >0 (positivo), el fluido se expande (aumenta su volumen)

divF >0

Ejemplo 6.2. Sea F(x,y)=xi +yj

Es facil comprobar que div(l‘Z) =V.F=2. Esto se puede ver en un grafico del campo vectorial

y una circunferencia en este gréfico.

AN T
TN

v 0

g e e

Nt T

\
!

!

\
>

VN N

!
AERERRN

1w

) -1 a
¥

T T
1 2

Para este campo, la Figura muestra que los vectores que "entran" hacia la circunferencia son
mas cortas que los que "salen”. Esto indica que el flujo neto afuera de la circunferencia es
positivo (es decir, hay mas fluido saliendo que entrando). En este caso la divergencia es

positiva.

Se deja al lector que calcule analiticamente el valor de la divergencia del campo vectorial

dado.

e Sies divV <0 (negativo), el fluido se contrae (disminuye su volumen)

divF <0

15
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Ejemplo 6.3. Sea F(x,y)=—xi —yj. Es facil comprobar que div(ﬁ):?ﬁ:—z. Esto se puede
ver en un grafico del campo vectorial y una circunferencia en este grafico.

A O A A e
S N I
R e
N N
(NN
TR

Para este campo, la Figura muestra que los vectores que "entran" hacia la circunferencia son
mas largos que los que "salen". Esto indica que el flujo neto afuera de la circunferencia es
negativo (es decir, hay mas fluido entrando que saliendo). En este caso la divergencia es
negativa. Se deja al lector que calcule analiticamente el valor de la divergencia del campo
vectorial dado.

2. Rotor. Campos irrotacionales o conservativos.

La circulacion se interpreta en un campo de fuerzas como trabajo de una particula que se
desplaza. Otra interpretacion de la circulacién a lo largo de una curva abierta o cerrada se
obtiene en un campo de velocidades V =Pi+Q j+Rk de un fluido, pues en tal caso da
una medida de la circulacion general (positiva o negativa) del fluido a lo largo de la

curva en el sentido elegido.

Si en un recinto simplemente conexo la curva C es cerrada y la circulaciéon por ella no es
nula, ello indica que en una superficie limitada por C el movimiento tiene un caracter general
rotatorio; por tal razén cuando la circulacion es nula sobre toda curva cerrada C, el

movimiento y el campo V , se llaman irrotacional o conservativo.

En el caso general, si la curva cerrada C se contrae hacia un punto M de modo que tienden
a cero tanto el area o de una superficie S que la tenga por borde, como su diametro, la
circulacion sobre ella tiende a cero, pero no asi en general su cociente por el &rea o. El limite
de ese cociente depende de la direccion n de la normal a S. Veremos que define un vector,
llamado circulacién en el punto M, o rotor del campo en M, indicado por rotV, cuya
componente segun
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A es:(rot \7)ﬁ =rotﬁ\7= Iimoij‘\fdf
o —> C

O sea que: rotﬁ\7=(§/\\7)-ﬁ

Observacion. -

A
Si V es el vector velocidad, se puede demostrar que: C v Po
rot rotV=2& donde @ es la velocidad angular €l 7
0

El concepto de "Rotacional” fue introducido primero por Maxwell (fisico escocés 1831-1879)
en sus estudios de campos electromagnéticos, sin embargo este concepto (el rotacional) se
entiende facilmente en relacion con el flujo de fluidos. Si un dispositivo de paletas, como el
gue se muestra en la figura 1 se introduce en la corriente de un fluido, entonces el rotor del
campo de velocidad v es una medida de la tendencia del fluido a hacer girar el dispositivo
en torno a su eje vertical @. Si rotV =0 se expresa entonces que la corriente del fluido es

irrotacional, lo cual significa que esta libre de vortices o remolinos que causarian que las

paletas giraran.

En la figura el eje w de los alabes apunta perpendicularmente hacia afuera de la pagina.

17
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Fig.2
A =; A X8
— — — —

S C

— )

(a) corriente irrotacional

Ejemplo 6.4. El campo  vectorial
F(x,y,z)=xi es un campo vectorial para
el cual rot(F)=V=xF=0 Es campo
irrotacional que se representa en la

siguiente Figura.

Representacion del campo vectorial

Se deja al lector que calcule analiticamente el valor del rotor del campo vectorial dado.

La Figura siguiente muestra una vista de este campo vectorial para un valor de z constante.

G e -— -2

—_—

Representacion del campo vectorial para z=0
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Claramente se observa, que si esta es una corriente de fluido y los vectores sefialan la
distribucion de velocidades a lo largo de lineas de corriente, una ruedita sumergida en este
fluido no giraria, solo seria arrastrada por la misma.

Ejemplo 6.5. Dado F(x,y,z)=yi+2]j un campo vectorial, rot(F)=VxF=(0,0,-1). Es un
campo vectorial que gira alrededor del eje z en sentido horario.

Se deja al lector que calcule analiticamente el valor del rotor del campo vectorial dado.
La Figura muestra una representacion de este campo vectorial.

Representacion del campo vectorial

Si se logra una vista de este campo vectorial para un valor de z constante, como en la Figura
gue sigue, se ve que si esta es una corriente de fluido y los vectores sefialan la distribucion
de velocidades a lo largo de lineas de corriente, una ruedita sumergida en este fluido girara
en sentido negativo, es decir a favor de las agujas del reloj.

A A e

S

“u
A
A e NN
/V/V/V—/P\e\g\g\&

| e Ty

a,/;-\a\g\ﬁ

A e N N

A

A
S

AN N N N

Representacion del campo vectorial para z=0

Ejemplo 6.6. Dado F(x,y,z)=-yi+x]j uncampo vectorial, rot(F)=VxF=(0,0,2).

Si se observa una vista de este campo vectorial para un valor de z constante, se ve que Si
esta es una corriente de fluido y los vectores sefialan la distribucién de velocidades a lo largo
de lineas de corriente, una ruedita sumergida en este fluido girara en sentido positivo, es
decir en contra de las agujas del reloj como se ve en la Figura que sigue.
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Representacion del campo vectorial para z=0

Se deja al lector que calcule analiticamente el valor del rotor del campo vectorial dado.

7. TEOREMA DE GAUSS Y STOKES
7.1. Teorema de Gauss o de la divergencia

Sea R una regién sélida limitada por una superficie cerrada S cuyo vector normal unitario i

esté dirigido al exterior de S. Si F es un campo vectorial cuyas funciones componentes
tienen derivadas parciales continuas en R entonces,

[[F-fdS = [[[(divF)dxdydz
S R

(P +d.P)

Demostracion. Ver ANEXO

Observaciones
e La superficie S debe ser cerrada en el sentido de que forma una frontera completa del
solido R.

e Elteorema de la divergencia establece que el flujo de un vector F, que emana a
través de una superficie S que rodea al sélido R es igual a la divergencia total del
vector F en el sélido R encerrado por la superficie S.
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El teorema de la Gauss expresa una relacion entre integral triple extendida a un sdlido
y una integral de superficie tomada sobre la frontera de ese soélido.

Ejemplo 7.1.
Dado F=xi+y]j+zk calcular el flujo ® através de una esfera x?+y? +z2 =a?

e ey ff(0P.0Q R
qs_ﬂRj(vF)dv_j£j(ax+ay+82]dxdydz

P, 00, oR_,
X oy z
& =m 3dxdydz:3%7ra3—> ®=4rad

¢ Por qué se puede utilizar el Teorema de Gauss o divergencia?

Si se calcula utilizando la definicién: @ = j j F - dS

w

T

T+—J7+Ek):—+—+—:—:a

-ﬁ:(xiﬁ+yj7+zl2)-(5
a a a

T

2
-N-dS = a-gdxdy :a—dxdy
z z

b
Usando coordenadas polares se llega a 5= 2a7 >  @®=4a’z

7.2.Teorema de Stokes

Sea S una superficie con vector normal unitario fi dirigido al exterior, cuyo contorno es una

curva cerrada simple C, suave a trozos. Si V' es un campo vectorial cuyas funciones
componentes tienen derivadas parciales continuas en una region abierta R que contiene Sy

C, entonces:

fV.dr = [[(VAV)-fids
C S

Demostraciéon. Ver ANEXO.
21




Integrales de Superficie

Observaciones
e Elteorema de Stokes es una extension del teorema de Green al espacio, relaciona

una integral de superficie con una integral de linea.

e Elteorema de Stokes establece que la circulacion a lo largo de una curva simple
cerrada es igual al flujo del rotor a través de una superficie abierta cualquiera que la
tenga por borde.

e Se aplica solamente a superficies abiertas.(Se trabaja sobre la curva de contorno C).
e Elteorema de la Stokes expresa una relacion entre integral de linea definida sobre la
curva de contorno de un sélido abierto y una integral de superficie tomada sobre la

frontera del mismo.

Ejemplo 7.2. Calcular el flujo del rotor de /L‘\%
4

V=xi+4 j+y? k através de la superficie

=)

z=x?+y? dealturaz=4.

[[(Vav)ydds=fv.ar TN\ R
5 )

z=x’>+y? para z =4 asi 4=x>+y? v

ﬁ:—ZXI—ZyJ+1|( ; cos (fi,2)= 1

VAX? +4y° +1 4x% +4y? +1

(VAV)i=(2yi) fi=

H(@ i dS= ﬂ e +44ny +1(4x2 +4y?+1)dx dy (1)
S

. X = p cosé
Utilizando coordenadas polares: { r ; J=p
y = p send

2z 3
j j —4p°% cos@ senfdp do=0
0 0
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Si se calcula utilizando el Teorema de Stokes, se tiene:

2
§\7-df= jx dx + 4 dy + y2 dz
C 0

X = 2cost dx = —2sent dt
y = 2sent dy = 2cost dt 0<t<2n
z=4 dz=0

2

I\7~df= j(—4cost sent + 8 cost) dt=0
C 0

Se ve la conveniencia del uso de f\7 -dr para calcular el flujo del rotor, cuando se puede
c

utilizar el teorema de Stokes.

ANEXO- INTEGRALES DE SUPERFICIE

A. REPRESENTACION PARAMETRICA DE SUPERFICIES
Ejemplo 1. Representacion paramétrica de una esfera de radio ay centro en el origen.

X=a cosu cosv O<u<2r
1 =a Senu cosv
Z=a senv 2 2
v 7
e}
—
21 u
T
T

Representacion vectorial: F(u,v)=a cosu cosvi +a senu cosv j+a senvk

Si se eleva al cuadrado las ecuaciones del sistema ( 1) y sumamos, resulta x* + y? +z° =1

por lo que todo punto (X, y, z) que satisface (1) pertenece a la esfera.

Los parametros u y v en este ejemplo pueden interpretarse geométricamente como los
angulos dibujados en la figura.
Si el punto (u,v) varia en el rectangulo T =[0, 24 x[-7/2,42] los puntos determinados por
( 1) describen toda la esfera. Observe que el hemisferio superiores es la imagen del
rectangulo [0, 27 x [0,72]
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Ejemplo 2. Representacion paramétrica de un plano
Se recuerda que un plano queda determinado por la condicion de pasar por un punto y ser
paralelo a dos vectores no paralelos, o sea linealmente independientes. Dados los vectores:

Es P un punto del plano si y solo si son coplanares los vectores PF, ayb ,oseasiysolo

I

si existe entre ellos una relacion lineal.

Debe ser no nulo el coeficiente ée PF, pues de lo contrario @ y b serian linealmente
dependientes, contra lo supuesto; por lo que puede despejarse PO_P =O_F>—O_PO =r-i ;
donde F-f,=ud+vb, osea:

(A) r=r,+u a+vb (a y b linealmente independientes)

llamada ecuacion vectorial paramétrica del plano.

Para cada par de valores de los parametros u y v, se tiene un punto P del plano, dado por
el vector que lo sitla, desde el origen, y reciprocamente.
Proyectando ( A ) sobre cada eje de coordenadas, o sea multiplicando escalarmente por

i’,].k, se obtienen las ecuaciones paramétricas del plano:
X=X,+Ua; +vb,
y=Yy,+ua,+vb,
Z=125+Uaz; +Vvb,

Luego la representacién vectorial de un plano es:

F(u,v)=(Xo+a, u+b V)i +(y,+a,u+b, V) j+(z, +asu+byv)k
Nota. Los parametros uy v son coordenadas cartesianas en el plano.

e Parametrizacion de una superficie de revoluciéon
Supongamos una curva C en el plano x z, que gira alrededor del eje z.
Sea z = f(X) su ecuacion en el plano x z, a <x <b, a >0, la superficie de revolucion S asi
engendrada puede representarse por la ecuacion vectorial.

F(u,v)=ucosvi +usenv j + f(u)k
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donde (u, v) € [a,b] x [0, 2 ] . Los parametros u y v pueden interpretarse como el radio y
el angulo polar, como se ve en la figura.

7 |

z =f(x

v

1
/ as<uc<b
0O<v<2rm
f
N _
b u

Ejemplo 3.
a. Paraboloidecircular:z=x%2+y? ,z=4

Teniendo en cuenta que la ecuacion de la circunferencia x 2 + y 2 = 4 en coordenadas

paramétricas es:
X=UCOSV
{y =usenv

remplazando en la ecuacion del paraboloide circular obtenemos:
z=u?cos®v+u?sen?v=u? (cos®v+sen?v)=u?

|

2n
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Luego las ecuaciones paramétricas del
paraboloide circular son:

X=Uucosv

y=usenv

7=u?

y la ecuacion vectorial del paraboloide dado es

F=f(uv)=ucosvi+usenv j+u> k , 0su<2 ,0svs<2z

b. conocircular: Z2=x*+y?* ,z=3
Teniendo en cuenta la ecuacion en coordenadas paramétricas de la circunferencia
X2 +y2=9
X=UCOSV
{y =usenv

reemplazando en la ecuacién del cono circular dado obtenemos:

z = Ju?(cos2v +sen?v) = u

Luego, la ecuacion paramétrica del cono circular dado es:

X =UCOS V
y=usenv 0<v<2r O0<ucx<3
zZ=u
y su ecuacion vectorial es: F=r(uv)=ucosvi-+usenv j+u k

7 A

\/ A

27
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B. OTRAS OPERACIONES CON EL OPERADOR V
1. V A V U, esto define el vector rot grad U y se calcula mediante el determinante
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i j K

vavu=|2 22
ox o0y 2z

P Q R

2. V-(V A f) ,esto se interpreta como div rot f y se calcula

o o o
ox 2y 2z
e o o 7

X 20y 2z
P Q R

—

Si f esuncampo gradiente y ¢ es su funcién potencial entoncesV-(V A f) =0 o se que

-

la divergencia del rotor de f es nula. Para demostrar esto, se ve que VA f =V A(V¢)=0

i ]k
o o o 0 , , L
VA(Ve) = ox oy oz =(dzy —Oyz) 1+ (dxz —dzx) J+(dyx —dxy) k=0
o9 99 09
oOX 0y 0z

e El operador A (delta) de Laplace (AU=V?)

El operador A (delta) de Laplace, aplicado a un campo escalar U = U(x,y,z) define la
div grad U :

AU =V?U =V-(VU)=div grad U

. o”UrJréUJ?JFé’UE
o X oy i

d 7 u,+2 v,

= U, + y
o X oy o1

= Uxx"'Uyy'l'Uzz

Porloque: V?U=U,x+Uy,+U,, denominado laplaciano de U
En muchos planteos matematicos y aplicaciones de Fisica y de Quimica se presenta la

"ecuacion diferencial de Laplace", V 2U = 0. Las funciones U que satisfacen esta ecuacién
se llaman armoénicas

C. TEOREMA DE GAUSS O DE LA DIVERGENCIA
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Sea R una region solida limitada por una superficie cerrada S cuyo vector normal unitario f
estéa dirigido al exterior de S. Si F es un campo vectorial cuyas funciones componentes
tienen derivadas parciales continuas en R entonces:

[[F-fidS = [[] (divF)dxdydz
S R

Demostracion.

Para encontrar la variacion total del flujo (d® ) a través de un volumen elemental, primero
encontramos la variacion del flujo en cada una de las direcciones x,y,z.

Consideramos un solido dentro de un campo vectorial, del cual tomamos una porcion
elemental.

Sea F=Pi+Qj+RK

(P+d.P)

——

Se vera con detalle la variacion de flujo en una direccion paralela al eje x, las otras
direcciones se hacen por analogia.
En el volumen elemental dx dy dz , en la direccion del eje x, el flujo entrante es : P dy dz, el
saliente en la misma direccion por la cara opuesta, habiendo variado la magnitud del
vector, debido al desplazamiento infinitesimal, es (P + dx P) dy dz (dx es la notacion para
indicar el diferencial en la direccion del eje x) y el flujo resultante a través de las dos caras
paralelas resulta :

d,® =(P+dyP)dydz-Pdydz=diP dydz
Como se considera una paralela al eje tenemos y =cte, z=cte.y el diferencial de
P =P(x,y,z) es

_6de an +a sz:apdx:d P

dP = +
d X ayyaz d X X

Asi el diferencial de flujo en la direccion de x

d,@®=d,Pdydz = Z—P dxdydz = Z—P dv (dV = diferencial volumen)
X X
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Haciendo lo mismo en la direccion del eje z, x =cte, y =cte obtenemos

_9 Rdx+8Rd +6 Rdz=a Rdz=d R

dR =
d X ayyaz 0z ’

Es el diferencial de flujo en la direccién de z

2 R 2R
d,®=(R+d;R)dxdy-Rdxdy=d,Rdxdy :dedydz :Edv
Por analogia en la direccion de y, x = cte , z = cte se obtiene:

4.0-2 2y
ay
Luego la variacion total de flujo en un diferencial de volumen es:

P JQ R
dg=d.¢+d,¢+d,¢= + + dv
p=dgp+dp+d,¢ (ﬁx ERY 52)

dog = i k [\Pi R k JdVv
¢(&x+&y1+ j( +Q j+ )

oz
por la definicién de divergencia dicha variacion se puede expresar como
d® = V-FdV = div Fdv

Luego de sumar estos diferenciales de flujo y tomando limite cuando AV tiende a cero
obtenemos

o=([[[Vv-Fdv [
R
Ademés por definicién @& :J"[ F-Ads [2]
S

igualando [1] y [2] obtenemos:

jﬂ(vﬁ) dv :jj F-fidS

R S
igualdad que también se puede expresar como

m [ap+ﬁQ+ﬂR)dxdydz:ﬂ. F-idS c.q.d.
R S

ox oy ozt

D. TEOREMA DE STOKES

Sea S una superficie con vector normal unitario i dirigido al exterior, cuyo contorno es una

curva cerrada simple C, suave a trozos. Si V' es un campo vectorial cuyas funciones
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componentes tienen derivadas parciales continuas en una region abierta R que contiene Sy
C, entonces:

Demostracion:

En cada malla de la superficie se toma
un punto Py interior cualquiera

§\7.dr
rot- V)., = lim <
(rot; V)g, ASIk—>O AS,
§\7-dr
- C
rot: V), =———+¢
( n )Pk ASk K

Ck

Sumando todas las mallas

<V

Se considera la norma de la particion N(P) = max {&} = o, siendo & el diametro de cada
ASy.

Pasando al limite cuando N(P) tiende a cero, y teniendo en cuenta que la suma de las
circulaciones sobre los Ci es simplemente la circulacion a lo largo de C, pues las integrales
sobre los arcos comunes a dos ASy, se anulan mutuamente al tomarse dos veces en
n
sentidos contrarios, y que Z £ AS, es un infinitésimo, resulta
k=1

jjrotﬁV ds = f V-dr
S Cc
c.q.d.
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